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Introduccion 


Estas notas (devenidas en libro para mi suerte) fueron creadas con el objetivo de complemen- 
tar las clases de Matemática III y/o Cálculo en varias variables, materias obligatorias para los 
Profesorados en Matemática y Física y para las carreras de ingeniería de la Universidad Na- 
cional de General Sarmiento. La idea es que los alumnos puedan utilizarlas para repensar las 
clases teóricas, así como también servirse de ejemplos para poder encarar la práctica. 

Lo que estudiaremos aquí se articula y se apoya fuertemente en temas como: integración 
en una sola variable, propiedades de los números reales, análisis de funciones escalares y vec- 
toriales, rectas, planos , diferenciación, entre otros temas. Gran parte de los contenidos se pue- 
den profundizar con otros libros que cito en la bibliografía (aunque claro, no constituyen la 
ünica fuente de estudio). Recomiendo para esto Adams (2009), Apostol (2002) y Mardsen y 
Tromba (1991). 

La motivación principal de lo que aparece aquí está fundada en las dudas que me fueron 
transmitiendo los alumnos durante estos afios que estuve como docente, así como también 
mis propias dificultades y mis recuerdos de cuando debi atravesar estos contenidos, allá por el 
afio 2005. 

En este libro puse el acento en la construcción de diferentes tipos de gráficos, dado que 
gran parte de las dudas y dificultades que he observado en estos años ha sido en esta dirección. 
Por eso, he incluido muchos gráficos y hacia el final del libro se encuentran los comandos que 
se requieren para poder visualizarlos con el programa Mathematica. 
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Parte | 


Integración en regiones del plano y 
del espacio 


Capítulo 1 


Regiones del plano y del espacio 


En este capítulo centraremos la atención en visualizar regiones del plano y del espacio. Inten- 
taremos dar caracterizaciones en cuanto a su forma y mostraremos cómo se puede extraer in- 
formación de un gráfico aproximado a partir del análisis de las ecuaciones o inecuaciones que 
la describen. El objetivo es visualizar y describir analíticamente regiones sobre las que luego 
integraremos. 

A lo largo de este libro consideraremos siempre || - || como la norma euclídea en R”, es 
decir 


lll] = llenas 22, mI = y2? +23 +... ad 
En primer lugar, introduciremos la definición de región acotada: 


Definición 1.0.1. Una región A C IR", n € Nsediceacotadasi para todo x € Aexiste M > Otal 
que ||x|| < M. Equivalentemente, A es una región acotada si y solo si puede encerrarse completamente 
por una bola de IR" con centro en el origen y de radio finito r. 


En particular, paran = 2y n = 3tenemos: 


Definición 1.0.2. Una región D C R?, se dice acotada si D puede encerrarse completamente por un 
disco de radio finito r. 


Definición 1.0.3. Una región W C R, se dice acotada si W puede encerrarse completamente por 
una esfera de IR? de radio finito r. 


Una cuestión muy importante en el momento de determinar regiones del plano y del es- 
pacio es tener en cuenta lo siguiente: 


1) Para R?: 


a) Una recta y = ma + b divide al plano en dos semiplanos, a saber 


| y RÀ (1.0.1) 


y 2 mx b. 


17 


CAPÍTULO 1. RECIONES DEL PLANO Y DEL ESPACIO 


b) Una curva del plano puede dividir a este en dos o más regiones, cada una posee 
una porción de esta misma curva como frontera. Un ejemplo de esto, además de la recta, 
es la circunferencia x? + y? = 1, la cual divide al plano xy en dos regiones: 


C 


iu ded (1.0.2) 


c) Dada una curva en el plano definida de forma implícita como f(x, y) = cte, si 
un punto (zo, yo) € IR? nose encuentra sobre dicha curva, entonces cumple que 


f (xo, yo) < cte V f (xo, yo) < cte. 


Es decir que se encuentra en alguna de las regiones determinadas por dicha curva. En el 
caso de la circunferencia, se puede apreciar que el (0, 0) verifica la primera inecuación 
0? + 0? = 0 € 1, porlo cual indica que está en el disco de radio 1 y centro (0, 0). 


Figura 1.1: Regiones en las que queda dividido el plano real por una curva 
continua 


2) Para R?: 


a) Un plano ax + by + cz = d divide al espacio en dos semiespacios, a saber 


Qo Er IMEEM. vag 
dE a (1.0.3) 
ga! (ar S) „+0 
€ 


18 


Tamara P Bottazzi 


b) Una superficie (luego definiremos este concepto con mayor precisión, pero por 
el momento se puede aceptar con algo de vaguedad que una superficie es una región 
del espacio de volumen igual a 0) en el espacio puede dividirlo en dos o más regiones, 
cada una posee a esta misma superficie como frontera. Un ejemplo de esto, además del 


plano, es la del paraboloide de ecuación x? + y? = z, que divide al espacio en dos 
regiones: 
2 2 
zT +y sz 
1.0.4 
| q? ET y? > E ( ) 


c) Cualquier punto (zo, yo, zo) € IR? se encuentra en alguna de las regiones de- 
terminadas por una superficie continua, de modo que (xo, yo, zo) debe verificar alguna 
de las dos inecuaciones. Aquella que verifique es la que corresponde a la región en la que 
se encuentra. En el caso del paraboloide, el punto (0, 0, — 1) verifica la segunda inecua- 
ción, ya que 0? + 0? = 0 > —1, por lo tanto, se encuentra en la porción exterior del 
mismo. 


Ahora basaremos el estudio sobre regiones acotadas, debido a que sobre ellas podremos 
calcular integrales mültiples. 


1.1. Regiones de IR? 


Antes de pasar a los ejemplos, definiremos una clasificación de regiones que nos interesan 
porque luego podremos definir integrales dobles de cierto tipo de funciones sobre ellas. 


Definición 1.1.1. Las regiones elementales de R? son de tres tipos posibles. 
1) Regiones de tipo I: están definidas de la siguiente forma 
S=((x,y):asr<b,gla) < y € ga(z)) 


con gi (x) y ga(x) funciones continuas de [a, b] que cumplen que gi < go, Vx € [a,b]. Se 
puede notar que por ser continuas la región resulta acotada (ver figura 1.2a). 


2) Regiones de tipo II: están definidas de la siguiente forma 
S={(x,y):e<y<d, hy) < x € holy) 


con hi (x) y ha (x) funciones continuas de |c, d] que cumplen que hi < ha, Vy € [c,d]. Se 
puede notar que por ser continuas la región resulta acotada (ver figura 1.2b). 


3) Regiones de tipo III: son las regiones que pueden expresarse como de tipo | o de tipo Il a la vez. Por 
ejemplo x? + y? < 1 (ver figura 1.2c) o, simplemente, un rectángulo. 


Observación 1.1.2. Todas las regiones que se considerarán en este libro serán de tipo |, Il y IIl o 
se podrán descomponer en regiones de estos tipos. 
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Figura 1.2: Tipos de regiones en IR? 


(a) Región de tipo | (b) Región de tipo II 


(c) Región de tipo HI 


1.1.1. Rectángulos 


Este tipo de regiones planas son las más simples de describir y constituyen el primer ejem- 
plo para entrar en el tema. 


Definición 1.1.3. Un rectángulo es una región plana definida entre dos pares de rectas paralelas y con 
cuatro ángulos rectos entre si (es decir, las rectas que no son paralelas son perpendiculares entre sí). 


Los segmentos de las rectas que delimitan a la región rectangular, la cual es acotada (pro- 
barlo es tarea del lector), se llaman ladosdel rectángulo. Un rectángulo cuyos lados son paralelos 
alos ejes x e y del plano real se describe con las siguientes condiciones: 


a<x<b 
Eco a,b,c,d E€ R. (1.1.1) 


Los rectángulos paralelos a los ejes x e y son regiones de tipo III, ya que pueden expresarse 
como regiones de tipo | o II (ver figura 1.3). 
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Figura 1.3: Rectángulo 


1.1.2. Triángulos 


Definición 1.1.4. Un triángulo es una región plana acotada por tres segmentos de rectas que unen tres 
puntos no alineados. 


Al igual que con los rectángulos, los segmentos que delimitan a la región triangular se de- 
nominan lados del triángulo. Un triángulo que tiene un lado paralelo al eje y, como el de la figura 
1.4, se puede describir de la siguiente manera: 


cg 
| a a,b € R, (11.2) 


en la que l4 y [5 son funciones lineales. 

Se describe como una región de tipo | con simplicidad, teniendo en cuenta que [1 y l2 son 
dos rectas no paralelas al eje y. Si se quisiera expresar como una región de tipo ll no sería tan fá- 
cil hacerlo como una única región (pues habría que considerar una función del tipo *módulo"), 
por lo que habría que dividirla en dos partes. 

Análogamente, un triángulo que tiene un lado paralelo al eje x se puede describir como a 
continuación: 


a<y<b 
,b cR, 11.3 
mco MA 


con h y l5 siendo funciones lineales de la variable y en este caso. 
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Figura 1.4: Triángulo 


1.1.3. Paralelogramos 


Definición 1.1.5. Los paralelogramos son regiones planas definidas por dos pares de rectas paralelas 
dos a dos (ver figura 1.5). 


En general, sino hay ninguna recta vertical, se expresan como la región encerrada entre las 
siguientes rectas: 


y=art+b 
siepe a,b,c,d,e,f cR; azZd,bzc,egz f. (1.1.4) 
y =dr+ f 


La misma región también puede ser descripta con desigualdades, aprovechando el hecho 
de que se trata de una región encerrada entre dos pares de rectas paralelas. Sib < cye « f: 


< y — d 
| s mob (1.1.5) 


e<y-—dr < f 


Este tipo de regiones en principio solo son elementales, si las rectas resultan paralelas a los 
ejes x o y, es decir, si el paralelogramo es un rectángulo. Para los otros casos, hay que considerar 
una partición de la región en otras dos o tres elementales (un rectángulo y dos triángulos, por 
ejemplo). Aquí no profundizaremos en esto, debido a que en el siguiente capítulo veremos un 
método muy util para expresar este tipo de regiones sin subdividirlas, que implica hacer un 
cambio de variables. Para lo próximo, resulta muy ütil la descripción de la región hecha como 
en (1.1.5). 
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Figura 1.5: Paralelogramo 


1.1.4. Discos 


En primer lugar, debemos definir el disco unitario centrado en el origen. Luego, siguiendo 
la deducción planteada en el Apéndice A para circunferencias, definiremos discos más genera- 
les. La idea es que un disco de radio r es la unión infinita de todas las circunferencias de radio 
menor o igual que r concéntricas entre sí y con el disco (esto es, tienen el mismo centro que el 
disco). 


Definición1.1.6. El disco unitario con centro en (0, 0) esuna región plana conformada por los puntos 
que verifican una inecuación de la forma 


r Hy El. (1.1.6) 


Su gráfico es el de la figura 1.6. 


El disco unitario es una región de tipo III. Por su gráfico, se puede decir que —1 < x < 1, 
dado que 1 es el radio máximo del disco. Además, de la inecuación que define al disco pueden 
obtenerse los límites entre los que se mueve la variable y: 


> ly] < Y1- 1? > -V1l-a2?<y< Vl-2?. 


Esta ultima desigualdad muestra que la variable y esta limitada por dos funciones de x 
que son las dos semicircunferencias unitarias. Finalmente, expresado como región de tipo II, 
el disco unitario queda definido por: 


r+y<loy<1-2 


S451 (1.1.7) 
—Vl1-x? <y< vl- a? iu 
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Figura 1.6: Disco unitario con centro en el origen 


Ejercicio 1.1.7. Describir el disco unitario como una región de tipo II. (Sugerencia: seguir la 
deducción hecha para expresarlo como de tipo |). 


Definición 1.1.8. Los discos son regiones planas conformadas por los puntos que verifican una inecua- 
ción de la forma 
(x — ao)? + (y — yo)? < r° (1.1.8) 


(£o, Yo) se denomina centro del disco y r > 0 es el radio. 


Vale la pena aclarar que cualquier disco de radio r finito es una región acotada, ya que pue- 
de encerrarse por sí misma (un disco de radio mayor o igual que r). 

Enanalogía con la idea planteada para el disco unitario, los discos en general son regiones 
de tipo IIl y pueden ser expresados de la siguiente manera (su gráfico puede ser como el de la 
figura 1.7): 


—r-czgcz&azxr-zxo 1.19) 
rā — (£ — 29)? + yo € y < Vr? — (z — 20)? + yo B 


Queda para el lector realizar la deducción de estas inecuaciones. 


1.1.5. Discos elípticos 


En el Apéndice A desarrollaremos la noción de puntos que conforman una elipse, como un 
caso más general y que contiene a las circunferencias. Del mismo modo, se puede pensar a los 
discos elípticos como generalizaciones delos discos circulares, en los que ya el radio no es cons- 
tante. En primer lugar, tomando la definición de elipse con centro en el (0, 0), a continuación 
definimos el disco elíptico con el mismo centro. 
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Figura1.7: Disco (7 — zo)? + (y — yo)? € r? 


Definición 1.1.9. El disco elíptico con centro en (0, 0) es una región plana conformada por los puntos 
que verifican una desigualdad de la forma 
r? y 


gz tp Slona beR,a>0,b>0. (1.1.10) 


Figura 1.8: Disco elíptico A + v <1 


El disco elíptico es una región de tipo III. Por su gráfico, que es el correspondiente a la figura 
1.8, se puede decir que —a < x < a, dado que a es el radio máximo respecto del eje x. Ade- 
más, de la inecuación que define al disco elíptico pueden obtenerse los límites entre los que se 
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mueve la variable y: 


g* xm ma 
pa gol ee aS) lS b.(1— 73) 
g2 
2 g2 
a a 


Esta última inecuación muestra que la variable y está limitada por dos funciones de x que son 
las dos semielipses. Finalmente, expresado como región de tipo Il, el disco elíptico queda de- 


finido por: 
—a<r<a 
a 3 (11.11) 
—b.4/1= 35 < y < b4/1— 5 


Ejercicio 1.1.10. Describir el disco elíptico como una región de tipo Il. (Sugerencia: seguir la 
deducción hecha para expresarlo como de tipo I). 


Definición 1.1.11. Los discos elípticos son regiones planas conformadas por los puntos que verifican 
una inecuación de la forma 
2 2 
(z — zo) + (y — Yo) < 
a? b2 = 


(70, Yo) se denomina centro del disco elíptico. 


I. (1.1.12) 


Figura 1.9: Disco elíptico 2% + w=)" < 1 


a2 
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Vale la pena aclarar que cualquier disco elíptico es una región acotada, ya que puede ence- 
rrarse por un disco de radio mayor o igual que máx {a, b} (esto es, el máximo entre los valores 
ayb). 

Sia = b = r, entonces, es un disco de radio r, es decir que el disco es un caso particular del 
disco elíptico. 

Los discos elípticos con cualquier centro (xo, yo) son regiones de tipo IIl y pueden ser ex- 
presados de la siguiente manera: 


—a + zo € x£ < a + To 


= Y (1.1.13) 
ip. RD er <y sb - 70 5 a 


Queda para el lector realizar la deducción de estas inecuaciones. 


Definición 1.1.12. [as regiones hiperbólicas son regiones planas conformadas por los puntos que ve- 
rifican una inecuación de la forma 


<d,deR. (1.1.14) 


o de la forma 


2 
2d,deR. (1.1.15) 


Cabe destacar la necesidad de definir dos tipos de estas regiones, puesto que las mismas 
están determinadas por las curvas hiperbólicas (ver los gráficos en Apéndice A). Para poder 
graficar alguna de estas regiones hiperbólicas, nos conviene pensar en un ejemplo: 


Ejemplo 1.1.13. Graficar las regiones 
D1 = ((x,y): x? =y? <1,-1<y<lļy 


Da = {(a,y): 2 -y >1,-1<y<1). 


Ademās, describir analiticamente a la region D1. 


Si tomamos el gráfico de la curva x? — y? = 1 (ver nuevamente el Apéndice A) y observa- 
mos que: 


a La curva es una unión de dos curvas o ramas disjuntas, así que el plano queda dividido 
en tres porciones. 


a (0,0) verifica la desigualdad de D1. 


= (0,0) no verifica la desigualdad de D, en tanto (2, 0) y (—2, 0) sí. 
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Figura 1.10: Región dada por x? — y? < 1,—1 <y < 1 


Figura1.11: Región dada por x” — y? > 1, —1« y € 1 


Entonces nos queda que D; es el de la figura 1.10, en tanto el de D» es el de la figura 1.11. 
Para describir Dı viendo su gráfico, podemos hacerlo de la siguiente manera: 


| -l<y<l 


_ ur er (1.1.16) 
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donde la última desigualdad sale de despejar a x de la desigualdad 1? — y? < 1. 


Corresponde destacar que en el ejemplo anterior no se pidió expresar a D2 analíticamente 
por el simple hecho de que es una región formada por dos subregiones disjuntas (es decir que 
su intersección es vacía). 

Podríamos enunciar una forma general de expresar analíticamente a regiones hiperbóli- 
cas no disjuntas, pero parece más complicado y poco util en términos de lo que veremos en el 
transcurso de estos capítulos. Por lo pronto, tenemos la descripción de este ejemplo que hici- 
mos previamente. 


1.1.6. Regiones mixtas o más generales 


En esta sección presentamos algunos ejemplos a modo ilustrativo. Se espera que lesirvan 
al lector para poder encarar muchos de los ejemplos que aparecerán en el transcurso de su 
aprendizaje. 


Ejemplo 1.1.14. Expresar de forma analítica la región sombreada de la figura 1.12. 


Figura 1.12: Región del ejemplo 1.1.14 


Esta región se puede dividir en dos mediante la recta y — 1, quedando dos regiones: DJ 
es un rectángulo y D» es un triángulo. Cada una de ellas es una región elemental. 


EE n 1<y<2 
Di -| <y< YA 


Se puede observar que D está expresada como de tipo! oll (recordar que es indistinto en 
el caso de un rectángulo), en tanto Da se encuentra descripta como de tipo II. Claro que esta 
no es la ánica forma de expresar a esta región, solo es una posibilidad. 
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Ejemplo1.1.15. Expresar de forma analítica las dos regiones sombreadas D1 y Da de la figura 
1.13: 


Figura 1.13: Regiones del ejemplo 1.1.15 


En ambos casos se trata de porciones de discos con centro en (0, 0), pero en un caso es de 
radio 1 y en el otro de radio 2. Podemos expresarlas de la siguiente manera: 


-1 <y<2 -1 <y<l 
D,=ļ aus n-l. Sys 


V1-y? <x<0 


Esto sale de pensar D] como una region de tipo Il, sabiendo que entonces y se mueve entre 
más y menos el radio (que es 2) y x se mueve desde el eje y hasta la circunferencia de radio 2. 
Para D2 se utiliza la misma idea que para D) teniendo en cuenta que y ahora no toma valores 
negativos. 


Ejemplo 1.1.16. Expresar de forma analítica la región sombreada de la figura 1.14. 


La región sombreada, al igual que en el primer ejemplo, no resulta ser una región elemen- 
tal. Mas si se la divide con la recta vertical £ = Oy se consideran las regiones D, y D», resulta 
que la primera es un semidisco elíptico con radio máximo a = 2, radio mínimo b = 1 y centro 
en el origen, en tanto la segunda es un triángulo. Teniendo esta división en cuenta, las semi- 
rregiones que componen la región sombreada nos quedan definidas por: 


EE ei ii 0<r<2 
D=ļ, 1-3? <r<0 Im 


Ejercicio 1.1.17. Decidir qué tipo de regiones son, en cada caso, D; y D». Luego, tratar de ex- 
presar la misma región sombreada de otra manera. 
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Figura 1.14: Regiones del ejemplo 1.1.16 


1.2. Regiones de IR? 


Así como en el plano definimos las regiones elementales, en el espacio también lo hare- 
mos. 


Definición 1.2.1. Una región de IR? se dice elemental si una variable puede expresarse en función de 
las otras dos, la segunda variable en función de la tercera y la tercera es independiente, es decir: 


a<xs<b a<x<b 
W, = tila) € y € tala) Wa = si(x) € z € sala) 
rı(z, y) € 2 € ra(z, y) ui(r,z) € y € uz(x, z) 
e<z<f 
W3 = vi(z) € y € va(z) ; 


wi(z,y) € x € walz, y) 


son solo algunos tipos posibles de regiones. En el caso de la región Wj, se puede definir la región obser- 
vando primero su sombra en el plano xy. Distinto es en el caso de la región W^», la cual se puede definir 
observando su sombra en el plano xz. En el caso de la región W3, se la puede definir observando su som- 
bra en el plano yz. 


Se puede notar que la definición es análoga en tres variables a la hecha para regiones pla- 
nas en la sección anterior. Para estas regiones descriptas definiremos luego las integrales tri- 
ples o iteradas. 


En el caso de la región W1, su sombra sobre el plano xy (z = 0) será la región plana D1, 
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Figura 1.15: Región WV, 


descripta como de tipo | en R?: 


D= a<x<b 
171 (z) < y < taz). 


En el caso de la región W2, su sombra sobre el plano zz (y = 0) será la región plana Da, 
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Figura 1.17: Región W3 


descripta como de tipo | en R?: 


D, = a<x<b 
2 A s(x) < z< solo). 


En el caso de la región W3, su sombra sobre el plano yz (x = 0) será la región plana D3, 
descripta como de tipo | en R?: 


Da = a<x<b 
¿A (2) < y < vay). 


1.2.1. Paralelepípedos 


Son las regiones acotadas del espacio más elementales, en las que su borde o límite está 
conformado por rectángulos paralelos de a dos. Su definición será ya su descripción analítica 


Definición 1.2.2. Un paralelepípedo es un conjunto de puntos de RÌ que verifica tres desigualdades 
como las siguientes: 
a<x<b 
c<y<d a,b,c,d,e,f ER. (1.2.1) 
e<z</ 


Se puede observar queun paralelepipedo es una especie de unión infinita de rectángulos. 


1.2.2. Poliedros 


En este libro solo trabajaremos con tetraedros, paralelepípedos, pirámides y pirámides 
truncadas. No vamos a trabajar en profundidad con las propiedades de los poliedros, así co- 
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Figura 1.18: Paralelepipedo 


mo tampoco otras clases distintas de poliedros. ' 


Definición 1.2.3. Un poliedro es un cuerpo del espacio tal que su frontera (su borde) consta de un ná- 
mero finito de polígonos (regiones planas de n lados, por ejemplo, triángulos conn = 3, rectángulos 
n = 4y pentágonos n = 5). 


Delos paralelepípedos ya se ha hablado en la sección anterior, por lo cual ahora se centrará 
la atención en otros poliedros. 


Definición 1.2.4. Un tetraedro es un poliedro de cuatro caras triangulares. Si las cuatro caras son 
triángulos eguilāteros, se dice que el tetraedro es regular. Su gráfico es similar al del de la figura 1.19. 


Es decir que el tetraedro está limitado por porciones planas triangulares que correspon- 
den a tres planos distintos del espacio, que no son paralelos. Una forma de expresar analítica- 
mente este lugar geométrico es mediante inecuaciones lineales, como se puede apreciar en el 
siguiente ejemplo. 


Ejemplo1.2.5. La región del primeroctante acotada superiormente por el plano x+y+z = 2 
es un tetraedro. 


En efecto, podemos expresarla como conjunto de la siguienta manera: 
T = { (x,y,z) ER?: e+y+z2<2;2,y,2> 0). 


Para graficarla, hay que ubicar primero el plano x + y + z = 2, para lo cual se necesitan 
solotres puntos que estén en él, por ejemplo (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2) (verificarque estén en 


1Si el lector se encuentra interesado, puede consultar Pogorelov, 1980 [[7], p.175] 
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Figura 1.19: Tetraedro 


A 
\ 
trim 


dicho plano). Estos puntos resultan ūtiles para graficar el plano, ya que no están alineados y se 
encuentran sobre los ejes x, y, z, respectivamente. Luego, se consideran los puntos por debajo 


de este plano y sobre el primer octante, es decir, cuando los valores de z, y, z son mayores o 
iguales a 0. 


Figura1.20: Tetraedro T = ((x,y,2) € R^: 1+Yy+2<2;1,y,2 > 0) 


35 


CAPÍTULO 1. RECIONES DEL PLANO Y DEL ESPACIO 


Para describirla como región elemental, podemos observar su gráfico y notar que la base 
de este tetraedro es su sombra en el plano z = 0. Esta sombra es un triángulo en dicho plano, 
más específicamente es la región descripta como 


Con esto, lo Gnico que nos falta es decir cómo está condicionada la variable z y tendremos a 
la región expresada como de tipo |. Podemos notar del gráfico de la región (figura 1.20) que la 
tercera variable es mayor o igual que 0. Además, tenemos que 


etyt+z2<25>27<2-2-y, 


donde la igualdad 7 + y + z = 2 corresponde a un plano, así que la desigualdad es un semi- 
espacio (el que contiene al punto (0, 0, 0), ya que este verifica la desigualdad). De modo que 
"el piso" es z = Oy “el techo" es z = 2 — x — y. Entonces, T queda expresada como región 
elemental de la siguiente manera 


0 <xr<2 
F= 0 <y<2-x 
0 <2<2-zx-—y 


Figura 1.21: Sombra en z = 0 del Tetraedro x + y + z < 2, x,y,z > 0 


Claro que esta forma de expresarla no es única, pero queda para el lector el ejercicio de 
pensar en otras formas. 
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1.2.3. Cilindros rectos 


Sean y x dos planos paralelos y L una recta que los corta. Se toma una curva a en 7 y se 
traza una recta La que pase por un punto a de la curva y que sea paralela a L. Se hace lo mismo 
para todo punto a de esa curva. Si la curva es cerrada, por ejemplo una circunferencia, se hace 
lo mismo para todos los puntos que se encuentran en la región interior plana dela cual la curva 
a es frontera. La región determinada por los segmentos entre los dos planos, paralelos a L se 
denomina cilindro. La recta IL será su eje de simetría (o será paralela a este). El gráfico es como 
el dela figura 1.22. Si Les perpendicular a los planos 7 y 7” se dice que el cilindro es recto (ver 
figura 1.23). En lo que siga, solo consideraremos cilindros rectos. 


Figura 1.22: Cilindro no recto 


Figura 1.23: Cilindro recto 


Otra definición bastante general de este tipo de cuerpos y que sirve a los objetivos de lo 
que estudiaremos, es aquella que alude a que un cilindro es una región del espacio tal que 
una de las tres variables, 7, y o z, esindependiente de las otras dos. Para clarificar mejor esto, 
ofrecemos una clasificación de algunos de los cilindros que más utilizaremos. 


Definición 1.2.6. Un cilindro circular con eje de simetría paralelo al eje z es una región definida por 


W = {(a,y,2) ER? : (£ 20) + (y—- yo)? <r?,a< zb). (1.2.2) 
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r»0,axb 


Figura 1.24: Cilindro (x — x9)? + (y — yo)? € r? 


En este caso, la curva a es la circunferencia (x — 20)? + (y — yo)? = r? y los planos 
paralelos son z — ay z — b. 
Del mismo modo, pueden pensarse cilindros circulares que tengan su eje de simetría paralelo 
alos ejes x o y, pero le dejamos al lector planteado el siguiente ejercicio. 


Ejercicio 1.2.7. Describir analíticamente dos cilindros circulares que tengan sus ejes de sime- 
tría paralelos a los ejes x e y, según cada caso. Luego graficarlos. 


Para poder representar una porción de cilindro circular, la descripción analítica deberá te- 
ner otras inecuaciones, como en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 1.2.8. 
W = ((x,y,y) eR? : r? +y? <36, -r <y <r}. 


En este caso, W es un cilindro circular de radio 6 con eje de simetría (0, 0, z), aunque no es 
todo el cilindro, sino que es una mitad de él, ya que la segunda inecuación restringe a los discos 
que lo componen. Observar que no se trata de una región acotada, ya que la variable z no está 
acotada superiormente. Si quisiéramos describir analíticamente a esta región, podemos ver 
que su sombra D en el plano z = 0 es un cuarto de disco de radio 6 y centro (0,0, 0) (ver 
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Figura 1.25: Cilindro x? + y? < 36,7 <y < x 


figura 1.26), que se puede describir como 


v2 v2 
DA oui 
ly] < x < y36-— 2?. 


Dado que la condición —x < y < a es equivalente a |y| < x. Queda determinar los 
límites de z, pero como no es acotada —oo < z < oo, así que W nos queda descripta como: 


Definición 1.2.9. Siguiendo la misma idea anterior, un cilindro elíptico con eje de simetría paralelo al 
eje z es una región definida por 


E NE V 
W = fiey) ER”: usc) | (y — Yo) <l,c<z< ab, (1.2.3) 
cona,b,c,d E€ R, c < dya,b > 0. 


o (z= x0)? (Y= Yo)” 
n 
En este caso, la curva a es la elipse 5 + m = 1ylos planos paralelos son 
a 


san)? 
z = cyz = d. La sombra de este tipo de cilindros en el plano xy es la elipse seju + 
a 
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Figura 1.26: Sombra en 2 = 0 del Cilindro x? + y? < 36,—x «y € x 


(r—zo) | (y— Yo)” 


Figura 1.27: Cilindro elíptico 


(y — yo)? 


m < 1, que se puede describir como en la ecuación (1.1.11). De modo que W queda 
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descripta como: 


—a<r<a 
W=4x -d4/1-%<y<b/1- % 
c<z<d. 


Ejercicio 1.2.10. Describir analíticamente dos cilindros elípticos que tengan sus ejes de sime- 
tría paralelos a los ejes x e y, según cada caso. Luego graficarlos. 


Definición 1.2.11. Siguiendo la misma idea anterior, un cilindro hiperbólico con eje de simetría para- 
lelo al eje z es una región definida por 


W = ((x,y,2) ER? : (x — zo)? -(y-w) <a ,b<z< c}, (1.2.4) 


cona,b,c € Ryb « c. 


En este caso, la curva a es la hipérbola (x — zo)? — (y — yo)? = a? y los planos paralelos 
songz —byz-c. 

Lo que hay que tener en cuenta en este caso es que no se trata de una región acotada, dado 
(x—= 20)?  (y-w 
ü2 b2 

Ilustramos esto con un ejemplo. 


que la curva — ] no es una curva cerrada, como lo son las elipses. 


Ejemplo 1.2.12. Graficar y describir la región W determinada como: 


W=((2,y,2): 122-y?<1,-1<y<1,-1<z<1). 
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Al olvidarnos momentáneamente de z, en el plano zy tenemos una región plana hiperbólica 
como las que vimos en la primera sección. Las desigualdades 


z? —y<ly-l<y<l 


determinan la región de la figura 1.10. Esta región está descripta por la ecuación (1.1.16). Para 
cada z € [—1, 1] tenemos esa misma región plana, entonces la descripción de la región es 


-l<y<l 
=y1+y?<x< y1+ y 
=1<2<1. 


y su gráfico es el de la figura 1.29. 


Figura 1.29: Cilindro hiperbólico x? — y? <1,-1<y<1,-1<2<1 


Ejercicio 1.2.13. Describir analiticamente dos cilindros hiperbólicos que tengan sus ejes de si- 
metría paralelos a los ejes x e y, según cada caso. 


Definición 1.2.14. Un cilindro parabólico con eje de simetría paralelo al eje z es una región definida 
por 
W = ((z,y,z) ER? : a.(v— to)? +b<y,c<z<d}, (1.2.5) 


con a, b, c, d € Ryc < d. 


En este caso, la curva wes la parábola a.(x — xo)? + b = y, así como los planos paralelos 
sonz — cy z — d. 


Ejercicio 1.2.15. Describir analiticamente dos cilindros parabólicos que tengan sus ejes de si- 
metría paralelos a los ejes x e y, segūn cada caso. Luego graficarlos. 
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Figura 1.30: Cilindro parabólico a.(r — xo)? +b < y,c <z <d 


fi 
3, 


-—- 


1! 
1 
p 
Y. 
i 
i 
M 
i 


Ejemplo1.2.16. Graficar y describir la región 


Welumga:re ybeéeciexdr 


Analicemos esto lo más desmenuzadamente posible. 


= En este caso nos conviene observar que la desigualdad z > y? no depende de z, esto 
nos dice que para cada x € (0, 2] tenemos esa desigualdad. La igualdad z = y? es una 
parábola en el plano yz, de modo que la desigualdad será alguna de las dos regiones en 


las que esa curva divide al plano. En este caso, será la que contenga al punto (y, 2) = 
(0, 1) pues este verifica la desigualdad z > y?. 


= Lacondicidn z < 4, condiciona superiormente a este cilindro parabólico, pero también 
condiciona a lo ancho, a la variable y pues: 


z=y <45 y|£2= -2<y<2. 


Entonces, la region W tiene sombra de grafico como en la figura 1.31 en el plano yz, grafico 
como el dela figura 1.32 y se describe como 


-2 <y<2 
0 <x<2 
y? <z<4. 


Observación 1.2.17 (Sobre cómo graficar cilindros). Si la región está dada en forma analítica, 
lo que conviene es ir considerando las inecuaciones que la definen fijando alguna variable. Por 
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Figura 1.31: Sombra en el plano yz de z > y?,0 <r<2,2<4 


Figura 1.32: Cilindro z > y?,0<x<2,2<4 


ejemplo, si se toma la siguiente región, 


W = dž) ER: (x-2) + (y +1}? A E 
(x,y,z) (po + (y +1) < <z< 


in. 1 in. 2 
conviene realizar la siguiente tabla: 


1) Siz = 0 se cumple la in. 2 y no influye en la in. 1 = queda determinado un disco de 
radio 2 con centro en (2, — 1, 0) (el centro tiene una variable más ya que es un disco en 
IR?) en el plano z = 0. 
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2) Siz = lsecumple la in. 2 y no influye en la in. 1 = queda determinado un disco de 
radio 2 con centro en (2, — 1, 1) enel plano z = 1. 


3) Siz = —1 se cumple la in. 2 y no influye en la in. 1 = queda determinado un disco de 
radio 2 con centro en (2, — 1, — 1) enel plano z = —1. 


4) Siz = 29, V — 2 < zo < 3se cumple la in. 2 y no influye en la in. 1 > queda determi- 
nado un disco de radio 2 con centro en (2, —1, zp) enel plano z = zo. 


De esto se concluye que se tiene para cada z o altura que verifica la in. 1 un disco del mis- 
mo radio y centro, pero a distinta altura, es decir que la región es una unión infinita de dis- 
cos centrados en (2, —1, z). Enotras palabras, se tiene un cilindro circular con eje de simetría 
L : X = A.(0,0, 1) + (2, —1, 0) (es la ecuación paramétrica de la recta que es paralela al eje 
zy que pasa por los centros de los discos). 


Figura 1.33: Cortes de la región W detipo z = cte 


Figura 1.34: Cilindro (x — 2)? + (y +1)? < 4,—2 <z < 3 
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1.2.4. Conos 


Sean 7 un plano y pun punto no contenido en 7. Se toma una curva a; en 7 y se traza una 
recta La que pase por un punto a de la curva y por p. Se hace lo mismo para todo punto a de esa 
curva (que pase por cada a de la curva y por p). Si la curva es cerrada, por ejemplo una circun- 
ferencia, se hace lo mismo para todos los puntos que se encuentran en la región interior plana 
de la cual la curva a es frontera. La región determinada por los segmentos entre el plano 7 y el 
punto p se denomina cono. La región interior plana que tiene a a como frontera se llama base 
del cono, en tanto al punto p se lo denomina vértice. A modo de ejemplo mostramos la figura 
1.35. Enel transcurso de este texto focalizaremos el trabajo con conos tales que a sea una curva 


Figura 1.35: Cono 


cerrada (su punto inicial y final son el mismo), en particular una elipse. Además, tendremos en 
cuenta aquellos conos elípticos tales que el punto de la región de la base que está más cercano 
a p sea el centro de la elipse (en vocabulario de álgebra lineal, que la proyección ortogonal de 
pen la base del cono sea el centro de la elipse). 

Puntualmente analizaremos los siguientes tipos de conos. 


Definición 1.2.18. Un doble cono circular con eje de simetría paralelo al eje z es una región definida 
por 


W = ((x,y,z)€ R*: (x — zo)? + (y — Yo)” S (z—2)*,a<z<b},a<b. 
(1.2.6) 


Es un caso particular del doble cono elíptico. En este caso ya no es tan simple determinar 
cuál es la curva y cuál es el vértice, o al menos no a simple vista. Para poder visualizar mejor 
este tipo de regiones se puede ver primero un caso particular: 
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Ejemplo 1.2.19. Considerar la región de R®, dada por: 


W = 4 (x,y,z) ER? : z? +y? < 27,-1<2<1 
—S —— 
in.1 in. 2 


Para analizar quétipo de región y esbozarun gráfico dela misma se procederá a realizar cortes 
de las región fijando variables, es decir, se cortará la región con planos: 


1) Siz = Osecumplelain.2ylain.1gueda z? + y? < 0, lo cual implica necesariamente 
x? + y? = Oydelo cual se deduce que esto se cumple si y solo siz = y = 0. Es decir 
que cuando corto con el plano z = 0 la región es un único punto: (0, 0, 0) 


2) Siz = 1secumplelain. 2ylain.1, queda z? -- y? < 1.Porlotanto, queda determinado 
un disco de radio 1 con centro en (0, O, 1) en el plano z = 1. 


3) Siz = —1 se cumple lain. 2y la in.1, queda z? + y? < 1. Por lo tanto, queda determi- 
nado un disco de radio 1 con centro en (0,0, 1) enel plano z = —1. 


4) Siz = 29, V—1 < zo < 1secumplelain. 2ylain.1, queda z? 4- y? < z2.Porlotanto, 
queda determinado un disco de radio 29 con centro en (0, 0, zo) en el plano z = zo. 


Este primer análisis arroja la información de que la región es una unión infinita de discos con 
centro en el eje z y de radios entre 0 y 1 (ver figuras 1.36a y 1.36b). A diferencia del caso del 


Figura 1.36: Cortes de W en el plano y el espacio. 


(a) Cortes de la región W detipo (b) Cortes de la región W de tipo 
z = cte vistos en el plano z = ctevistos en el espacio 


— on 
um 


cilindro, en el cual los discos que lo formaban tenían todos el mismo radio, en este caso habrá 
que ver cómo es el crecimiento de esos discos. Para ello, se cortará ahora con planos x = cte, 
y — cte: 


1) Six = Olain.1queda: y? < z?. Para hacer más simple la interpretación de este corte 
se considerará en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir, y? = 27, de la cual se 
deduce que |y| = |z| => y = +z, que son la recta identidad y menos la identidad del 
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plano yz (el plano x = 0). Volviendo a la desigualdad, como los puntos (0, 1) y (0, — 1) 
del plano yz la verifican (ya que 0? < 12402 < (—1)?), se puede deducir que la región 
plana que se encuentra en la región W es la dela figura 1.37a. 


2) Siy = Olain.1queda: x? < 2?. Para hacer más simple la interpretación de este corte 
se considerará en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir, z? = 2?, de la cual se 
deduce que |x| = |z| = x = +z, que son la recta identidad y menos la identidad del 
plano zz(el plano y = 0). Volviendo a la desigualdad, como los puntos (0, 1) y (0, — 1) 
del plano xz la verifican (yaque0? < 1?y0? < (—1)?), se puede deducir que la región 
plana que se encuentra en la región W es la dela figura 1.37b. 


Figura 1.37: Cortes de W en el distintos planos 


(a) Corte de la región W en z = 0 (b) Corte de la región W en y = 0 


Esto muestra que el crecimiento de los discos es lineal y que la región es un cono doble con 
eje de simetría (0, 0, z). Combinando, los gráficos 1.36a,1.37a y 1.37b, el gráfico de la región W 
es el dela figura 1.38. 

Con respecto a su descripción analítica, su sombra en el plano xy es el disco unitario de 
centro (0, 0), lo cual sería simple de describir y ya lo hemos hecho en casos anteriores. El pro- 
blema es que a z no le podremos poner un único límite superior e inferior, por lo que se hace 
necesario para describir a la región separarla en dos subregiones. El doble cono pensado así no 
es una región elemental pero sí es unión de regiones elementales, que son los conos simples 
que quedan de separar según z > 00 z < 0: 


Sag xg a VETUS o IEEE ces EE Y 


De modo que W, y W2 (conos simples superior e inferior, respectivamente) quedan des- 
criptas como: 


—1 sys1l =] syst 
W= -Vl-y <e<Vl-y yWi- -ye crs y 
yr? +y? <z<1 —1 <z< =y 2? +y. 


entonces, W = Wi U W2 y se describe por partes. 
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zi 


Figura1.38:Cono 1? + y? < 2*,—1 < z € 1 


En este ejemplo, la curva a de la definición es lad 


efinida por x? + y? = 1. De ahora en 


más, no diremos cuáles la curva a, dado que en muchos casos hay conos en los que ni siquiera 
está definida (por ejemplo, si el cono no está acotado). 

Para el análisis con cortes x = cte e y = cte no tomamos otros valores más que x = Oe 
y = 0, ya que estos resultan suficientes para tener una idea aproximada del tipo de región y 
poder esbozar un gráfico. La clave de que estos cortes elegidos fueran suficiente para determi- 
nar a la región es que (0, 0) esel centro de cada disco que conforma la región para cada corte 
de z. Esta idea sirve para graficar un doble cono circular mediante el siguiente proceso. 


Observación 1.2.20. Sean ro, yo, zo € IR fijos y W la 


siguiente región: 


W = ((z,y, z) € R? : (x — zo)? + (y— yo € (z—20),a < z < b}. 


1) Siz = zp y si se cumple la in. 2, la in. 1 queda z? + y? < 0, lo cual implica necesaria- 
mente x? + y? = Oydelo cual se deduce que esto se cumple si y solo six = y = 0. Es 
decir que cuando corto con el plano z = z la región es un único punto: (xo, Yo, zo). 


2) Siz = ase cumple la in. 2 y la in. 1 queda x? 4 
determinado un disco de radio |a — zo| con cen 


- y? € (a — zo)?. Por lo tanto, queda 
tro en (zo, yo, a) en el plano z — a. 


3) Siz = bse cumple la in. 2 y lain. 1 queda z? + y? < (b — zo)?. Por lo tanto, queda 
determinado un disco de radio |b — zo| con centro en (xo, yo, b) en el plano z = b. 


4) Siz—z,V—1Xz < 1secumplelain.2ylain.1 queda x? + y? < (21 — zo)?. 
Por lo tanto, queda determinado un disco de radio |21 — zo| con centro en (xo, Yo, 21) 


enel plano z = 21. 
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Este primer análisis arroja la información de que la región es una unión infinita de discos con 
centro en una recta paralela al eje z y de radios entre a y b (ver figura 1.39). 


Figura 1.39: Cortes de la región W detipo z = cte 


Para ver cómo es el crecimiento de estos discos, se cortará ahora con planos x = cte, y = 


cte: 


1) 


2) 


Six = zolain.1queda (y — yo)? € (z — zo)?. Para hacer más simple la interpretación 
de este corte, se considerará en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir (y — yo)? = 
(z — zo)?, de la cual se deduce que |y — yo] = |z — 20] => y — yo = +2, que son 
como la recta identidad y menos la identidad del plano x = zo, pero trasladadas tal 
que la intersección de estas sea el punto (yo, zo). Volviendo a la desigualdad, como los 
puntos (Yo, zo + 1) y (yo, zo — 1) del plano x = zo la verifican (ya que 0? < 1?y 
0? < (—1)?), se puede deducir que la región plana que se encuentra en la región W es 
la de la figura 1.40a. 


Si y = yolain.1queda (a — 20)? < (z — zo)?. Para hacer más simple la interpretación 
de este corte, se considerará en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir (x — £o)? = 
(z — 20), dela cual se deduce que |x — xo] = |z — zo| => y — yo = +2, que son 
como la recta identidad y menos la identidad del plano y = yo, pero trasladadas tal 
que la intersección de estas sea el punto (xo, zo). Volviendo a la desigualdad, como los 
puntos (xo, zo + 1) y (zo, zo — 1) del plano y = yo la verifican (ya que 0? < 1? y 
0? < (—1)?), se puede deducir que la región plana que se encuentra en la región W es 
la de la figura 1.40b. 


Estos cortes se ven como en las figuras 1.40a y 1.40b 


Del mismo modo, pueden pensarse conos circulares que tengan su eje de simetría paralelo 
alos ejes x o y, pero se deja al lector planteado esto como ejercicio. 


Ejercicio 1.2.21. Describiranalíticamente a dos conos circulares que tengan sus ejes de sime- 
tría paralelos a los ejes x e y, según cada caso. Luego graficarlos. 
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Figura 1.40: Cortes de W en el distintos planos 


(a) Corte de la región W en (b) Corte de la región W en 
T= LO y = yo 


Para poder representar una porción de doble cono circular, la descripción analítica deberá 
tener otras inecuaciones, como en los siguientes ejemplos: 


Ejemplo 1.2.22. 
W = {(x,y,y) € R* : (x — 20)? + (y — yo)? < zoe z} . 


En este caso, W es un cono simple (la rama positiva del doble) con eje de simetría (zo, Yo, 2). 
Observar que no se trata de una región acotada, ya que la variable z no está acotada superior- 
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mente. Su gráfico es la figura 1.42. 


Ejemplo 1.2.23. 
W = [s y. y) €ER*:z+y > 8 |. 
En este caso, W es la parte exterior de un doble cono con eje de simetría (0,0, 2). Observar 


que no se trata de una región acotada, ya que ninguna de las tres variables lo está. Su gráfico 
es la figura 1.43. 


Ejemplo 1.2.24. 
W = {(x,y,y) ER: (6-137 +y7 < 2,2510). 


En este caso, W es un cono simple (la rama positiva del doble) con eje de simetría (1,0, z), ya 
que si elevo al cuadrado a ambos lados de la desigualdad (recordar que esto se puede hacer 
porque para t > 0, f (t) = t? resulta una función monótona creciente), 


2 
(29-1)? +y? <2? > (2-1)? +y zz, 


y queda la inecuación original de un doble cono, aunque la condición inicial V (x — 1)? + y? 
z implica que z > 0, ya que y (x — 1)? + y? > 0, Vr, y € R. Observar que se trata de una 
región acotada, ya que la variable z queda determinada como 0 € z < 10. Su gráfico es la 
figura 1.44. 

Para describirla como región elemental, conviene mirar su sombra en el plano z = 0, que 
es el disco descripto por (x — 1)? + y? < 10? (que surge de reemplazar con z = 10 en la 


desigualdad y (x — 1)? + y? < zy luego elevar al cuadrado), que es de radio 10 y centro 


IA 
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Figura 1.43: Región 1? + y? > 2? 


Figura 1.44: Cono J/(z — 1)? + y? < z € 10 


(1, 0, 0). Describiendo a esta sombra y teniendo en cuenta que z luego tiene como “piso” el 
cono y como “techo” el plano z = 10, la región queda descripta como sigue. 
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Figura 1.45: Sombra en el plano z = 0 del cono 
(r-—l1yf-d4gy*«z,z*l10 


—10 <x «10 
W = 1—V100—22 <yY<1+ V100 — a? 


(x-1) +y? šas 10. 


Ejemplo 1.2.25. 


W= [Gs ws y) ERP: Va? +y? <z, z< 10,0 € « € y]. 


Aligual queen el ejemplo anterior, las primeras dos condiciones establecen que se trata de un 
cono simple acotado z entre Oy 10, aunque la tercera condición impone que se tome de cada 
disco solamente un cuarto, aquel correspondiente al primer cuadrante (pensando en el plano 
xy, para lo cual se puede volver a repasar la sección 1.1.4). Su gráfico es la figura 1.46. 

Su sombra en el plano xy es un octavo del disco de radio 10 de centro en el origen, su grá- 
fico es el correspondiente al de la figura 1.47. Para describir esa región, conviene mirarla como 
de tipo | en el plano, porque se puede visualizar mejor que y varia "desde" la recta identidad 
"hasta" la circunferencia de radio 10. Como x > 0, lo único que queda es determinar el límite 
superior constante de x, para lo cual consideremos en el grafico de la región el triángulo rec- 
tángulo de vértices (0, 0), (a, a), (a, 0). Lo que queremos averiguar es el valor de a, para lo 


NI ; y T 
cual planteamos lo siguiente: partiendo del hecho de que el ángulo a vale ge figura 1.47) 


7 Catetoadyacente a V2 a 
= > 5V2. 
iis ( 4 ) Hipotenusa 10 2 10 v2 
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Entonces, 

0 <2< 5/2 

x < y € y100 — x? 
yr? +y? <2z< 10. 


= 
I 


Figura 1.46: Cono /x? + y? < z,z < 1000€ x € y 


Figura1.47: Sombra en z = 0 del Cono /x? + y? < z,2 < 100€ x € y 


Ejemplo 1.2.26. 


W-i(zywy)eR:se-yz2zzza). 
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En este caso, W es la porción interior de un cono con eje de simetría (0, 0, 2). Es una región que 
se denomina cono truncado. Observar que no setrata de una región acotada, ya que ninguna de 
las tres variables lo está. Su gráfico es la figura 1.48. 


Figura 1.48: Cono x? + y? < 27,2<2<4 


Para poder describir analíticamente a esta región se nos hace casi necesario separarla en 
dos regiones que sean elementales, como por ejemplo el cilindro interno definido como 


Wi; =([(0,y y) ER? : £? +y? < 2,2<2z<4} 


y la porción 
W. | A<a?ty’? «x16 
= 


Važ+y € z «€ 4. 


Si describimos a Wi y W2 entonces estaremos describiendo a W. Como WA es un cilindro y 
W^ está casi descripta de forma analítica, queda como ejercicio para el lector. 


Definición 1.2.27. Siguiendo la idea anterior, un doble cono elíptico con eje de simetría paralelo al eje 
z es una región definida por 


dpud odd 
W= [essen € 2o) . yo) < (z mosh, (1.2.7) 


cona,b,c de R,c < dya,b » 0. 
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Ejemplo 1.2.28. Graficar la siguiente región de R?: 


a? di 
4 
= in. 2 


in. 1 


y? 
W = 4 (x,y,z) ER”: T 
En este casoa = 2yb = 3. Para analizar qué tipo de región y esbozar un gráfico de la 


misma se hará el procedimiento de cortar la región con planos especiales: 
2 2 


1) Siz = 0 se cumple lain. 2y la in. 1 queda T + m < 0, que implica necesariamente 
ay 
ya + m Oy de lo cual se deduce que esto se cumple si y solo six = y = 0. Es decir 


que cuando corto con el plano z = 0 la región es un único punto: (0, 0, 0). 


2 2 
2) Siz = 1 se cumple lain. 2 y la in. 1 queda T + T < 1= queda determinada una 


elipse con centro en (0, O, 1) en el plano z = 1, de radios a = 2y b = 3. 


— 4 | | A | A d == y 2 es dec r, — ——— 

3 Si zZz = r 2 n.1 e + < 4 i Y < 

) se cu p ela In y al qu a I + > 
8 E E F sec centro er (0, 0, 4) er el plar oz = 4, 


de radios a = 8yb = 12. 


Este primer análisis informa que la región es una unión infinita de elipses con centro en el eje 
z (ver la figuras 1.49a y 1.49b). 


Figura 1.49: Cortes de W en el plano y el espacio 


(b) Cortes de la región W de 


(a) Cortes de la región W de tipo z = cte vistos en el 
tipo z = cte espacio 
Ak 
= 
— 


Se cortará ahora con planos z — cte, y — cte: 


2 

1) Six = Olain.1gueda c < 22. Para hacer más simple la interpretación de este corte 
2 

se considerará en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir T = z?, de la cual se 
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deduce que |y| = 9. |z| y = +9.z. Volviendo a la desigualdad, como los puntos 
(0, 1) y (0, — 1) del plano yz la verifican (ya que 0? < 9,1? y 0? < 9.(—1)?), se puede 
deducir que la región plana que se encuentra en la región W es la de la figura 1.50a. 
2 
2) Siy = Olain.1queda T < z?. Para hacer más simple la interpretación de este corte 


2 
. 2 H H dē: Tz 
se considerará en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir — = 2*, de la cual se 


deduce que |y| = 4. |z| y = +4.z. Volviendo a la desigualdad, como los puntos 
(0, 1) y (0, — 1) del plano zz la verifican (ya que 0? < 4,12 y 0? < 4.(—1)?), se puede 
deducir que la región plana que se encuentra en la región W es la de la figura 1.50b. 


Figura 1.50: Cortes de W en distintos planos 


(a) Corte de la región W en (b) Corte de la región W 
x=0 y=0 


Esto muestra que el crecimiento de los discos es lineal y que la región es un cono doble con 
eje de simetría (0, 0, z). Su gráfico es el de la figura 1.51. 
Una descripción analítica de la región en cuestión se puede hacer considerando la sombra 


de la misma en en plano xy cuando z toma su valor máximo (es lasombraen z = Odela elipse 
2 9 


que se encuentra en el plano z — 4): se trata de la elipse 2 + Ja < lderadiosa = 8y 


b — 12. Esta sombra se puede describir, segün la sección primera como: 


—8<1<8 


|, x? |o. 2 


y como z tiene como piso la rama positiva del cono (ya que z > 0) ycomotecho el plano z = 4, 
entonces 


—8 <x<8 
2 q? 
wa} 21-35 <y< 11-35 
q? y? 
AA <z<4 
at ee 
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q? y? 
Figura 1.51: Cono F + a <27,0<2<4 


Ejercicio 1.2.29. Describir analiticamente a dos cilindros elipticos que tengan sus ejes de si- 
metria paralelos a los ejes x e y, segtin cada caso. Luego graficarlos. 


1.2.5. Paraboloides 


El tipo deregiones que estudiaremos en este apartado y en el siguiente será abordado me- 
diante algunos ejemplos concretos, de modo que luego sirva el análisis hecho para trabajar 
con los casos más generales. 


Ejemplo 1.2.30. Considerar la siguiente región: 
W = {(z,y,y) ER? : £? +y? <z}. 


Se puede notar que la desigualdad que la define es muy similar al caso de un cono circular, 
aunque no será, claro, la misma región. Se puede afirmar esto, ya que: 


1) Siz = Ose tiene que z? + y? <0 & a? +y? = 0 & x = y = 0. Es decir, que a 
altura 0 se tiene un único punto: (0, 0, 0). 


2) Siz = 1 se tiene que 2? + y? < 1. Es decir que a altura 1 se tiene un disco de radio 1 
con centro en (0, 0, 1). 


3) Siz = 2se tiene que z? + y? < 2. Es decir que a altura 2 se tiene un disco de radio /2 
con centro en (0, 0, 2). 
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4) 


5) 


6) 


Siz = 4se tiene que z? + y? < 4. Es decir, que a altura 4 se tiene un disco de radio 2 
con centro en (0, 0, 4). 


Siz < Osetienequez?-- y? < z < 0 > z? +y? < 0 y esto último es un absurdo, ya 
que x” + y? es una suma de números reales elevados a una potencia par (por lo tanto, 
ambos son positivos). Esto sugiere que no hay región por debajo del plano z — 0. 


Siz = 20,29 > Ose tiene que z? + y? < zp. Es decir que a altura zo se tiene un disco 
de radio ,/Zo con centro en (0, 0, zo). 


Este primer análisis arroja el hecho de que la región es una unión de discos de radio creciente, 
perosolo para valores de z mayores o iguales a 0, es decir que la región tiene un eje de simetría: 
el eje z (ver las figuras 1.52a y 1.52b). 


Figura 1.52: Cortes en el plano y en el espacio de x” + y? < z 


(b) Cortes de la región W de 
(a) Cortes de la región W de tipo z = cte vistos en el 
tipoz — cte espacio 


Seguidamente se debe observar cómo es el crecimiento de esos discos, para eso se hacen 
cortes x = cte, y = cte: 


1) 


2) 


3) 


4) 


Sir = Osetiene que y? < zy esto corresponde a una de las dos regiones en las que 


divide una parábola al plano yz, en este caso, aquella que se encuentra por arriba de 
2 


y =z 
Sir = 1 se tiene que 1 + y? < zy esto corresponde a una de las dos regiones en las 
que divide una parábola al plano, en este caso, aquella que se encuentra por arriba de 
147% =z. 


Siy = 0 se tiene que z? < z y esto corresponde a una de las dos regiones en las que 
divide una parabola al plano xz, en este caso, aquella que se encuentra por arriba de 
x? = 2. 

Siy = 1setiene que 1 + £? < zy esto corresponde a una de las dos regiones en las 
gue divide una parābola al plano, en este caso, aguella gue se encuentra por arriba de 
Lig ex 
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Esto muestra que el crecimiento de los discos es cuadrático, a diferencia del caso del cono, en 
el que era lineal (ver las figuras 1.53a y 1.53b). De allí que este tipo de regiones se denomina 


paraboloide. 
Figura 1.53: Cortes en distintos planos de z? + y? < z 


(a) Corte de la región W en (b) Corte de la región W en 
x=0 y=0 


Con todos los datos obtenidos, el gráfico esbozado es el de la figura 1.54. Algo para destacar 
sobre este ejemplo es que W no era una región acotada, ya que z no estaba acotada superior- 


mente. 


Figura 1.54: Paraboloide x? + y? < 2 


Lo anterior motiva la siguiente definicion. 


Definici6n1.2.31. Un paraboloide circular con eje de simetría paralelo al eje z es una región del espa- 
cio definida por 


W = ((x,y,y) € R? : (x — zo)? + (y — yo)” < z — 2o]. (1.28) 
(70, Yo, Zo) sedenomina vértice del paraboloide y su eje de simetría es la rectal : X = A.(0,0, 1) + 


(£0, Yo, 20). 
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Figura 1.55: Paraboloide circular (x — £o)? + (y — yo)? < z — zo 


Ejercicio 1.2.32. Expresar como conjunto paraboloides circulares que tengan su eje de sime- 
tría paralelo a los ejes x e y. Para cada caso, decir cuál es el eje de simetria (dar la ecuación de 
la recta) y esbozar un gráfico aproximado. 


Del mismo modo, se pueden definir paraboloides elípticos. 


Definición 1.2.33. Un paraboloideelíptico con eje de simetría paralelo al eje z es una región del espacio 
definida por 


= 2 u 2 
(x — zo) _Y Yo) <z 21 (1.2.9) 


w= {emu en: 2 H p 


Lo gue se puede ver en estos casos, es gue un paraboloide es una región que involucra una 
desigualdad con dos variables elevadas al cuadrado y una tercera elevada a la 1. A continuación 
damos algunos ejemplos interesantes. 


Ejemplo 1.2.34. La región dada por 
W = ((x,y,y) ER? : a? +y? >z} 


es la porción de espacio que queda por “afuera” del paraboloide del primer ejemplo, dado que 
el punto (0, 0, 1) no verifica la inecuación (ver figura 1.57). 


Ejemplo 1.2.35. La región dada por 
W = ((x,y,y) ER? : (x-1) +2? <y,y <4} 


corresponde a un paraboloide con eje de simetría (1, y, 4), y > 0, pero acotado (ver figura 
1.59). 
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(x — xp)? 


Figura 1.56: Paraboloide elíptico 


a? b2 


Notemos que la sombra de esta región en el plano xz es la proyección del disco descripto 
por (x — 1)? + 2? < 4 que se encuentra en y = 4. Si además observamos que la variable y se 
encuentra restringida por las desigualdades y < 4 y (x — 1)? + 2? < y entonces, la región 
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se describe como 


—4 <a<4 
W = 4—(x—1) <z< V/4-(x—1) 
(x-1) +2} <y<4. 


Figura 1.58: Sombra en el plano y = 0 del paraboloide 
(r—1) +2? <y,y S4 


Figura 1.59: Paraboloide (x — 1)? + 2? <y,y < 4 
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Ejemplo 1.2.36. La región dada por 
W = ((z,y,y) ER? : 2? +y < 1-2} 
es un paraboloide pero se puede observar que 
1-z2>0 $122. 


Esto expresa que su vértice es (0,0, 1) pero se encuentra invertido, ya que esta definido por 
la condición z < 1 (ver figura 1.60). En este caso, la sombra en el plano xy corresponde con 


Figura 1.60: Paraboloide invertido x? + y? < 1 — z 


la tapa inferior del paraboloide (en los casos anteriores las sombras eran proyecciones de las 
secciones más grandes de la región, por decirlo de alguna manera), que es el disco unitario con 
centro en el origen. Con esto, W queda descripta como 


—1 <x<1 
W = Ei 2d sim 


<z<1l-—2?-y’, 


pues z? +y? < 1— z >z < 1-— gr? -—y?y1-— a? — y? > 0,yaque (x, y) se mueve en el 
disco unitario. 


Ejemplo 1.2.37. La región dada por 
W = ((z,y,y) € R? : 42? + (y +2)? € z] 


Esun paraboloide elíptico, ya que la inecuación puede describirse como 
2 


z +(y+2)X < 
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Figura 1.61: Sombra en el plano z = 0 del paraboloide invertido 
r’ +y <l-z 


Su eje de simetría es (0, —2, 2), z > 0 (ver figura 1.62). Queda para el lector comprobar con 
cortes de tipo z = cte, y = cte y x = cte que el gráfico esbozado es el correcto. 


Figura 1.62: Paraboloide elíptico 477 + (y + 2)? < z 


1.2.6. Hiperboloides 


Siempre el caso delos hiperboloides es el más delicado, dado que no están definidos como 
en los casos anteriores. Veremos dos casos muy importantes: hiperboloides de una hoja y de 
dos hojas. 
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Ejemplo 1.2.38. Esbozar un gráfico de la siguiente región 
W —((z,y,z) ER? : £? +y 2” <1}. 


Para graficar a W será muy útil “cortar” a la región con planos: 
En primer lugar, con planos z — cte: 


1) Siz = 0, entonces, la inecuación de W queda z? + y? < 1, que representa un disco de 
radio 1 con centro en (0, 0, 0). 


2) Siz = 1, entonces, la misma inecuación queda x? + y? < 2, disco de radio V2 con 
centro en (0, 0, 1). 


3) Siz = zo, zo € R, entonces, la misma inecuación queda x? + y? < 1 + ző, disco 
de radio 4/1 + 23 (notar que siempre 1 + 2? > 0, Vz € R) con centro en (0, 0, zo). 
Esto también sugiere que los discos que aparecen al realizar cortes con ejes horizonta- 
les (paralelos al plano xy) tienen siempre radio mayor o igual a 1, siendo únicamente 1 
cuando z — 0. 


En segundo lugar, con planos x = ctee y = cte: 


1) Six = 0, entonces, la inecuación queda y? — z? < 1. Para analizar esto, es mejor 
trabajar primero en el plano yz: la igualdad y? — 2? = 1 representa una hipérbola con 
asintotas z = yez = —y (ver anexo 1), por lo tanto la desigualdad representará o 
bien a la región comprendida entre las dos ramas, o bien a las dos regiones exteriores. 
Para ver esto, se toma el punto (y, z) — (0,0) que es un punto que se encuentra en 
la primera región (entre las dos ramas de la hipérbola) y se ve si verifica la inecuación 
y2— z? < 1 > 0? — 0? = 0 < 1. Esto expresa que y? — z? < lesla región 
comprendida entre las dos ramas. 


2) Si y = 0, la inecuación queda x? — z? 


< 1. Si se trabaja en el plano yz, la igualdad 
x? — z? = 1 representa a una hipérbola con asíntotas z = xyz = —x. Luego se 
toma el punto (y, z) = (0, 0) que es un punto que se encuentra entre las dos ramas de 
la hipérbola y se ve si verifica la inecuación z? — z? < 1 > 0? — 0? = 0 < 1. Esto 


expresa que x? — z? < 1 es la región comprendida entre las dos ramas. 


Recapitulando, 


a Conloscortes z = cte se pudo saber que se trata de una unión de discos de radio mayor 
o igual que 1 y que el disco con el radio menor se haya en el plano z = 0. A medida que 
el módulo de z crece, se tienen discos de radios cada vez mayores (ver figura 1.63a). 


= Con los cortes x = Oe y = Ose pudo saber que el crecimiento de esos discos es hiper- 
bólico, considerando la región entre las hipérbolas (ver figuras 1.64a y 1.64b). 


Esto remite a la figura 1.65 cuyo gráfico es un hiperboloide con eje de simetría (0, 0, z). 
Para describirlo, podemos suponer que —1 < z < 1, de ese modo queda acotado, puesto 
que no lo era. Lo mejor que podemos hacer es considerar la sombra de la región en el plano yz 
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Figura 1.63: Cortes de la region W en el plano y el espacio 


(b) Cortes de la región W de 
(a) Cortes de la región W de tipo z = cte vistos en el 
tipoz — cte espacio 


En. 
HE 
F 


Figura 1.64: Cortes de la region W en distintos planos 


(a) Corte de la región W en (b) Corte de la región W en 
z=0 y=0 


(x — 0), que se ve, de acuerdo con lo que analizamos previamente como la figura 1.64a. Esa 
sombra tiene una primera descripción: y? — 2? < 1, —1 < z < 1. Pero si la escribimos como 
región elemental del plano (hicimos algo análogo en la primera sección), queda: 


—1 Sel 
E <y< VAR 
<2<1-at-—yg. 
Esto, sumado el hecho de que la variable z cumple 


get+y—2<lsed’<1-yivs-V1l-yPi2<a< y1-y2+2?, 


permite tener otra descripción analítica de la región. 


Esta región se denomina hiperboloide de una hoja y se caracteriza porque su crecimiento es 
hiperbólico, pero además porque la región es conexa. Más en general, podemos definirlo de la 
siguiente manera. 
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Figura 1.65: Hiperboloide z? + y? — 2? < 1 


Definición 1.2.39. Un hiperboloide de una hoja con eje de simetría (to, yo, 2 — zo) es el siguiente 
conjunto de puntos del espacio: 


W = [(x, y, 2) ER: (2 — z0)? + (y — yo — (2-20)? <a,a € R) „ (1.2.10) 


Ejercicio 1.2.40. Describir analíticamente dos hiperboloides de una hoja: uno con eje de si- 
metría (a, 0, 0) y el otro con eje de simetría L : X = A.(0, 1,0) + (1,0,0). 


A continuación analizaremos el siguiente ejemplo. 
Ejemplo 1.2.41. Esbozarun gráfico de la siguiente región 
W = ((x,y,2) ER: =r? -y +2% > 1}. 
Para graficar W se cortará nuevamente con planos. En primer lugar, con planos z = cte: 


1) Siz = 1, entonces, la inecuación de W queda —z? — y? > 0, que representa un único 
punto (0, 0, 1). 

2) Siz = —1, entonces, la inecuación de W queda —x? — y? > 0, que representa un 
único punto (0, 0, — 1). 

3) Siz = zo, la inecuación queda —a? — y? > 1—23 > az? +y? € —1 + 2. Esta 
última inecuación tiene sentido solo si zz — 1 > Oyaque x? + y? > 0, es decir que 
ocurre si y solo si zo < —10 29 > 1 (pensando en los ceros de la función cuadrática 


f(z) = 2-1. 
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Figura 1.66: Hiperboloide de una hoja 


(x — 20)” + (y — yo)? - (z — 20)? <a,a ER 


En segundo lugar, con planos x = ctee y = cte: 


1) 


2) 


Si x = 0, entonces, la inecuación queda 2? — y? > 1. En el plano yz la igualdad 2? — 
y? = 1 representa una hipérbola con asíntotas z = yez = —y, por lo tanto, la 
desigualdad representará, o bien a la región comprendida entre las dos ramas o bien a 
las dos regiones exteriores. Para ver esto, se toma el punto (y, z) — (0,0) que esun 
punto que se encuentra en la primera región (entre las dos ramas de la hipérbola) y se 
ve si verifica la inecuación 2? — y? > 1 > 0? — 0? = 0 > 1,nolacumple, pues 
bd 
0 < 1. Esto expresa que z? — y? > 1 es la región compuesta de las dos subregiones 


exteriores. Esto es justamente inverso al caso del hiperboloide de una hoja. 


Si y = 0, entonces, la inecuación queda 2? — x? > 1. Enel plano zz la igualdad 2? — 
x? = 1 representa a una hipérbola con asíntotas z = x ez = —z, por lo tanto, la 
desigualdad representará, o bien a la región comprendida entre las dos ramas, o bien 
a las dos regiones exteriores. Para ver esto, se toma el punto (y, z) — (0,0) que es un 
punto que se encuentra en la primera región (entre las dos ramas de la hipérbola) y se 
ve si verifica la inecuación 2? — z? > 1 > 0? — 0? = 0 > 1,nolacumple, pues 

<= 

? 

0 < 1. Esto expresa que 2? — x” > 1 es la doble región exterior. 


Recapitulando, 


Con los cortes z = cte se pudo saber que se trata de una unión de discos de radio mayor 
o igual que 0, pero siempre teniendo en cuenta que |z| > 1. Con ello, los radios crecen 
conforme crece el valor absoluto de z. No hay región entre —1 < z < 1 (ver figuras 
1.67ay1.67b). 
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= Conloscortesz = Oey = Ose pudo saber que el crecimiento de esos discos es hiperbó- 
lico, considerando la región que no está entre las hipérbolas, es decir, la región partida 


o disconexa (fer figuras 1.68a y 1.68b). 


Figura 1.67: Cortes de la región W en el planoy el espacio 
(b) Cortes de la región W de 


(a) Cortes de la región W de tipo z = cte vistos en el 
tipoz — cte espacio 


Figura 1.68: Cortes de la región W en distintos planos 


(a) Corte de la región W de (b) Corte de la región W de 
tipox = cte tipo y = cte 


Esto remite a la figura 1.69 cuyo gráfico es un hiperboloide con eje de simetría (0, 0, z) 
pero, a diferencia del caso anterior, su gráfico está desconectado en dos partes. 


Definición 1.2.42. Un hiperboloide de dos hojas con eje de simetría (xy, yo, z — zo) es el siguiente 
conjunto de puntos del espacio: 


W=((2,y,2) ER? : —(x — x0)? - (y — yo)? + (2 — z0)? 2a,a» 0]. (1.211) 
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Figura 1.69: Hiperboloide x? — y? + 2? > 1 


Figura 1.70: Hiperboloide de dos hojas 
—(z — 2o)? — (y — yo)? + (z — 20) > a,a € Ryo 


Algo para destacar que será útil en el momento de visualizar una región de estos dos esti- 
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los es que: si se trata de un hiperboloide de una hoja, precisamente hay una sola variable con 
signo negativo en la expresión que la define (y esa, precisamente, marca la dirección del eje de 
simetría), en tanto para el caso del hiperboloide de dos hojas siempre hay dos variables con 
signo negativo (y la que no lo tiene marca la dirección del eje de simetría). Por ejemplo, en el 
ejemplo18 (de una hoja) la variable con el signo negativo era z y su eje de simetría (0, 0, z); en 
el ejemplo 19 (de dos hojas), en cambio, z era la Única variable no negativa, por lo que el eje de 
simetría era también (0, 0, z). 


1.2.7. Bolas 


Sea O = (xo, yo, zo) un punto cualquiera de IR? y sea r un número positivo arbitrario. Se 
denomina bola a todos aquellos puntos del espacio que distan de O igual o menos que r. Como 
la distancia entre dos puntos del espacio está determinada por la función norma, este tipo de 
región se puede representar analíticamente de la siguiente manera: 


W = {(x,y,2) ER”: |(x,y,2) — (zo, yo, 20)ll € r}. (1.2.12) 


O se denomina centro de la bola y r es su radio. 
Si se recuerda el hecho de que, dado (a, b, c) € R, su norma es: 


(a,b, c)|| = Va? + b? + c? 
entonces, 
l(a, y, 2) — (zo, Yo, zo)]| — l|(z — xo, y — yo, z — 20)|| 
= y (2-20)? + (y — yo)? + ( — 20)?. 


Por lo tanto, la bola W de radio r con centro en (xo, yo, zo) se describe como los puntos del 
espacio que verifican 


y (a — 20)? + (y — yo)? + (2 — 20)? S r, 
y elevando al cuadrado a ambos lados de la inecuación queda 


(x — zo)? +(y- yo)? +(z- 20)" < r?, (1.2.13) 


Ejemplo 1.2.43. La región de R?, dada por: 
W = { (x,y,z) ER’: r? +y 2? < 1} 


es la bola de radio 1 con centro en (0, 0, 0). Es la denominada bola unitaria y su gráfico es el del 
la figura 1.72. 


Ejemplo 1.2.44. La región de R*, dada por: 
W —((z,y,z) ER? : 2? +y 22 1) 


es el exterior de la bola unitaria, ya que esta inecuación no es verificada para ningún punto del 
interior de ella (por ejemplo, notemos que si se considera el origen, 0? + 0? + 0% = 0 < 1. 
Ver la figura 1.73. 
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Figura 1.71: Bola (x — 10)? + (y — yo? + (2 — 20)? < r? 


Figura 1.72: Bola unitaria x? + y? + 2? < 1 


Ejemplo 1.2.45. La región de IR?, dada por: 
W=((2,y,2) € R? : £? + (yt1)? + (2-2) < 4) 
es la bola de radio 2 con centro en (0, — 1, 2) (ver figura 1.74). 


Hay otra manera de deducir el gráfico de una bola y entenderlo si trabajamos con la inecua- 
ción que la describe. En efecto, si cortamos la región con cualquier plano que pase por el cen- 
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Figura 1.73: Exterior de la bola unitaria 1? + y? + 2? < 1 


tro de la bola, (xo, Yo, zo) se obtienen discos. Por ejemplo, si se considera la región dada por 
x? + y? + 2? < 1yse corta con los tres planos x = 0, y = Oy z = Ose tiene, en cada caso: 


1) x =0 > 0? o +z? <1 > y? + 2? < 1, disco en el plano yz de radio 1 y centro 
(0, 0). 
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Figura 1.75: Cortes de la bola W en distintos planos 


(a) Corte de la bola W enz = 0 (b) Cortedelabola W enx = 0  (c)Cortedelabola W en y = 0 


2) y —0 — x? +0? 22 <1 > x? +2” < 1, disco en el plano zz de radio 1 y centro 
(0, 0). 

3 z = 0 Sa? +y? +0? <1 > 2? + y? < 1, disco en el plano xy de radio 1 y centro 
(0,0). 


Pero si cortamos con otros planos del tipo z = cte, x = cteoy = ctecon cte € (—1,1) 
obtenemos discos pero de radio menor a1. En la figura 1.76 podemos observar algunos cortes 
en un mismo gráfico, que nos permiten reconstruir la forma de la bola. 


Figura 1.76: Diversos cortes de la bola W en el espacio 


WY 


OS 
wee 


eed 


Observación 1.2.46. La bola de centro (xo, Yo, 20) y de radio a es una región elemental del 
espacio y se describe como región de tipo | como: 


=a<x<a 
—va? — zx? € y € ya? — q? (1.2.14) 
—ab-a?—94)«z&wval-szi-y, 


para todo (xo, yo, zo) € R?ya > 0. 
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Esto sale del hecho de que la sombra de una bola de radio a es un disco del mismo radio 
en cualquiera de los planos que pasan por el centro de la bola misma. Además, esto hace que 
las bolas se puedan describir como regiones de tipo Il o III de forma muy similar a la que pre- 
sentamos en la ecuación 1.2.14. 

Por ejemplo, la descripción como región detipol para la bola unitaria de centro en el origen 


es 
-l<a<l 


=V1-212<y< wv1- a? 
=y 1-2?-y?<2< y1-a?-— y. 


En tanto que su descripción como región de tipo ll es 


-1<x<l1 
—y1-— z2? < z < y1- zx? 
y1 = z? — z? < y< vyl- ax? 2. 


Se puede conseguir de manera análoga su descripción como región de tipo Ill, de modo tal que 
las bolas son regiones de tipo IV. 


1.2.8. Elipsoides macizos 


En analogía de lo que hemos desarrollado para bolas, pretendemos generalizar a regiones 
denominadas elipsoides macizos. 


Definición 1.2.47. Un elipsoide macizo es una región del espacio definida por el siguiente conjunto 


z—z0) | (y—yo) (z— 20)? 
W= (xn) gs. | Li) "m zn) ni zo <1}. 


(1.2.15) 


cona,b,c > 0. 
(X0, Yo; 20) es el centro del elipsoide macizo y además, 
1) aesel radio máximo en la dirección de x, 
2) besel radio máximo en la dirección de y, 
3) ceselradio máximo en la dirección de z. 


Para interpretar el gráfico del elipsoide macizo y, con ello, su relación con la bola, se puede 
cortar a la región por cualquier plano que pase por (zo, Yo, 20): 


=0 
7 2 2 2 
ty — 2x — z-z 
1) Sise considera el plano x = xo se tiene que (zo 5 o) + (y Yo) H ( 5 0) < 
E A a b C 
— z= z 
1 > (y = Vo) + ( 0) < 1 y esta expresión corresponde a una elipse en el 


p? c? 
plano considerado de centro (yo, zo). 
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Figura 1.77: Elipsoide macizo 


=0 
2 2 2 
c—7 = Zz—Z 
2) Siseconsidera el plano y — yo setiene que ( a 0) (vo 2n | à o) < 


(x — x0)? (z — zo)? 
D + 


plano considerado de centro (xo, zo). 


< lyesta expresión corresponde a una elipse en el 


=0 
2 2 2 
3) Si se considera el plano z = zg se tiene que 5 = + g m + (20 = < 
a C 


(= yo)? i (2 — zo)” 
p? | c 
plano considerado de centro (Yo, zo). 


1 > < 1 y esta expresión corresponde a una elipse en el 


Considerando el caso más sencillo (zo, yo, zo) = (0, 0, 0), los cortes con planos z, y, z = cte 
son los correspondientes a las figuras 1.78a, 1.78b, 1.78c y 1.79. 

Con todo lo anterior, un gráfico aproximado del elipsoide macizo con centro en (0, 0, 0) y 
a < b < ceseldela figura 1.80. Más en general, un elipsoide macizo con centro en cualquier 
(Lo, Yo, Zo) sería similar al dela figura 1.81. La intersección del mismo con cualquier plano que 
pase por el centro del elipsoide macizo será una región plana elíptica. Para mayor comodidad, 
en muchos casos y de modo indistinto, denominaremos elipses tanto a los discos elipticos co- 
mo a las curvas homónimas (ver figuras 1.78b y 1.780). 


Ejemplo 1.2.48. La región definida por 


EV 2 
W= [esent 2 D +y’ 4 - <1} 


es un elipsoide macizo con centro en (1,0, — 1) y radios a = 2,b = 1, c = 4. Su gráfico es el 
de la figura1.82. 
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Figura 1.78: Cortes del elipsoide W en distintos planos 


(a) Corte del elipsoide macizo W (b) Corte del elipsoide macizo W (c) Corte del elipsoide macizo W 


detipo z = cte detipox = cte detipoy = cte 
2 2 2 
Figura 1.79: Diversos cortes del elipsoide aor [o qe lenelespacio 
a C 


Observación1.2.49. La bola es un caso particular de un elipsoide macizo, cona = b = c = r° 


Ejemplo 1.2.50. Mostrar que la región definida por 
— 3)? 
W= [EE € R? : 4a? +y’ + eg < s} 


es un elipsoide macizo. 
En efecto, si dividimos a ambos lados de la desigualdad por 8, 


(2-3) 


4.z? + y? + 
2 <¿> pā <1 
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2 2 2 
Poroa 


Figura 1.80: Elipsoide macizo — 
a^ bP cœ 


- 2 m 2 = 2 
Figura 1.81: Elipsoide macizo (x= 20) + Yo) gi 20) 


2 2 2 
> =- e - <1 
vē vē 4 
Este ultimo paso permite ver claramente gue se trata de un elipsoide macizo con centro en 
(0, 0, 3) y radios a V2, b V8,c = 4. Si no se realiza este último paso algebraico se 
puede incurrir en errores con mucha facilidad. 
Su gráfico es es el correspondiente a la figura 1.83. 


Cuando miramos los cortes x = xo, y = yoy z = zo de algún elipsoide macizo (suponga- 
mos con centro en el origen de coordenadas) tenemos siempre regiones planas elípticas, aun- 
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— 1)? 1)2 
Figura 1.82: Elipsoide macizo eu +y? + BEL 


que no suelen ser iguales entre sí. Esto motiva a una observación acerca de cómo se describen 
estas regiones del espacio. 
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Observación 1.2.51. Un elipsoide macizo de centro (0, 0, 0) y de radios a, b, c > 0 


—axmrcxa 
2 2 
HO HA 
rl y (1.2.16) 
2 2 2 2 
HH T 
ij 5 
a a a a 


El caso más general, aquel en el que el centro sea un (o, Yo, 20) cualquiera del espacio no 
lo enunciamos porque consideramos que puede complicar la idea (y no es nuestra intención 
que esto suceda). Pero lo dejamos como ejercicio para que el lector se divierta. 


Ejercicio 1.2.52. Describir todos los elipsoides macizos de los ejemplos como regiones ele- 
mentales. 


1.2.9. Regiones mixtas o más generales 


En esta sección veremos algunos ejemplos de regiones que involucran a las trabajadas has- 
ta el momento. También veremos cómo hallar y describir intersecciones de regiones. 


Ejemplo 1.2.53. Graficar las siguiente región de IR?: 
W = { (x,y,z) ER? : 1 <2? +y? +2? <4} 


Aquí hay una doble inecuación, por lo que resultaría conveniente separarla y analizar cada par- 
te. Si se considera la inecuación z? + y? + 2? < 4, se puede afirmar que esta corresponde al 
interior de una bola maciza con centro en (0, 0, 0) y radio igual a 2 (ver figura 1.84). Por otra 
parte, si se toma 1 < x” + y? + 2? se tiene la porción exterior de la bola unitaria centrada 
en el origen (ver figura 1.73). Por lo tanto, las dos inecuaciones corresponden a secciones de 
bolas concéntricas (que tienen el mismo centro). La región W será entonces la región intersec- 
ción entre las dos condiciones, es decir, será el anillo macizo de centro (0, 0, 0) y comprendido 
entre los radios 1 y 2. Su gráfico es el de la figura 1.85. 


Ejemplo 1.2.54. Graficar el sólido que verifica las siguientes condiciones: 


1) x? + y? +2? <1, 


2) r? +y? +2 < 2y. 


La condición 1 claramente describe la bola unitaria con centro en el origen. Pero la condición 2 
es más difícil de visualizar, dado que del lado derecho de la desigualdad hay un término lineal 
que depende de y, además de la presencia de las tres variables elevadas al cuadrado, por lo 
que se descarta que sea un paraboloide. Debemos trabajar esa expresión: 


r? +y +27 < dy > r? +y? yz? <0. 
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Figura 1.84: Región correspondiente a x* + y? + 2? < 4 


Figura 1.85: Región dada por 1 < x” +y? +2? < 4 


Ahora podemos pensar lo siguiente: la expresión y? — 2y es casi la expresión del cuadrado 
de un binomio desarrollado, específicamente del trinomio cuadrado perfecto y? — 2y + 1 = 
(y — 1)?. Lo único que falta es el +1, por lo que para obtenerlo lo sumamos y restamos en la 
expresión de la izquierda de la desigualdad (o lo sumamos a ambos lados, lo importante es 
que la desigualdad no sea afectada por esto). Queda entonces: 


r? +y? —2y+1-14+27<0 > s+(y-1-1+z7<0 
—M—^ 


=(y-1)? 


=> at +(y-1 +2? <1. (1.2.17) 


Pasando el — 1 sumando a la derecha de la inecuación hace que esta defina el interior de una 
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bola unitaria de centro (0, 1, 0) (ver figura 1.86). 


Figura 1.86: Región correspondiente a 1? + y? + 27 < 2y 


La región W es, entonces, la región determinada entre dos bolas unitarias no concéntricas, 
aunque sus centros se hallan ambos sobre el eje y, lo cual podemos interprertalo como que una 
es la otra desplazada en 1 hacia el lado de las y > 0 (ver figura 1.87). 


Figura 1.87: Región dada por x? + y? + 2? < lya? +y? +2? < 2y 


Lo que hicimos en este ejemplo sobre la segunda desigualdad fue lo que comünmente se 
denomina "completar cuadrados". Esta es una técnica muy utilizada en este tipo de problemas, 
en particular cuando se trabaja con polinomios de varias variables (tener en cuenta que x? + 
y? — 2y + z? es un polinomio de grado dos en tres variables, x, y, z. Pensar lo mismo para las 
expresiones que describen todas la otras regiones). 
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Algo importante en el momento de visualizar la región es describir analíticamente la in- 
tersección de las dos condiciones. En el gráfico se ve que la intersección es un disco con centro 
en el eje y, pero se puede obtener precisamente su descripción. 

La región es la encerrada entre las dos bolas no concéntricas de radio 1, las cuales, si bien 
están descriptas por desigualdades, las igualdades z? +y? +2? = lyx?+(y—1)?+27 = 1 
representan los bordes de cada una de las bolas, respectivamente (la "cáscara", por así decirlo; 
pensar en la definición de bola como distancia al centro O). Entonces, el borde del disco de 
intersección, que es una circunferencia, se encuentra en la intersección de las dos cáscaras. Más 
precisamente: 


zr? +y? +2? =1 


r? + (y—1)? +22 =1 IN ote 


1 
>y? -(y-1)=0=y' - (y? %y+1)=0 = 24y—1=0 y= 5. 
Esto expresa que la intersección ocurre en el plano y = 3, pero no indica como es esa inter- 


sección. Para ver ello hay que tomar el valor de y obtenido y reemplazarlo en cualquiera de las 
dos ecuaciones, ya que la intersección está en las dos. Si se reemplaza en z? + y? + 2? = 1: 


EI 


2 
1 1 
:*+(5) +2 =1 st oe al >r tz? = 
La última igualdad corresponde a una circunferencia de radio YA Ya, con centro en 


2 
(0, 0) en el plano zz. Por lo tanto, la intersección será el disco z? + 2? < (2) , del mismo 


1,0) (ver figura 1.88). 


radio y centro en (0, 5, 


Figura 1.88: Intersección dez? + y? + 2? = 1yx? +(y—1) +2? = 1 


En cuanto a la descripción de la región, en este caso podemos hacerla porque se trata de 
una región elemental. Pero para ello debemos mirar su sombra en el plano xz (y = 0), que es 


. 3 aa 
el disco x? + 2? < 7 Luego debemos tener en cuenta lo siguiente: 
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a lavariable y, vista como dependiente de las otras dos se encuentra acotada debajo por 
la cáscara de la bola de centro (0, 1, 0), mientras que por arriba es acotada por la que 
tiene centro en el origen. 


a Esta región cumple siempre que y < 1. 


"x+(y-1)? +2? <1 >|y-1|< Vl- 22—22 
> 1-vy1-22-2<yS<1+vV1-a2?-— 2? perol < 1+ Vl1— 2? — 22 


siempre, entonces solo tomo la primera desigualdad como límite inferior de y para la 
región. 


Sie ru alarms EN 77 
pero la región cumple siempre que y > 0, entonces solo tomo la segunda desigualdad 
como límite superior de y para la región. 


Con esto, la región W queda descripta como: 


Ejemplo 1.2.55. Graficar las siguiente región de IR?: 
W = { (x,y, 2) ER: r? +y? < 2? <4-a°-y?,z>0}. 
Nuevamente, podemos separar las dos desigualdades: 
) 27 +y<2* 
2) 2 <4- r? -y 


La primera desigualdad corresponde a un doble cono circular con eje de simetría (0, 0, z), 
en tanto la segunda desigualdad, si se pasan todas la variables hacia el miembro de la izquier- 
da, es una bola de radio 2 y centro (0, 0, 0). Si se tiene en cuenta la condición z > 0, se debe 
considerar solo el cono simple “positivo”. Por lo tanto, la región W es aquella que se encuentra 
entre el cono positivo y la bola: es una región cuyo limite inferior o "piso" es x? +y? = 2? , z > 
0 (cáscara del cono), mientras que su límite superior o "techo" es z? + y? + z? = 4 (cáscara 
de la bola). Su gráfico queda entonces como el de la figura 1.89. 

En este caso también se puede hallar la intersección de los bordes de estas cáscaras que 
limitan a W: 


Tamara P Bottazzi 


Figura 1.89: Región dada por x? + y? < 2? yz? < 4— x? — y 


Esto nos dice que las intersecciones ocurrirían en los planos z = /2yz = —V2, pero si 
tenemos en cuenta el hecho de que z > 0, entonces consideraremos solo la intersección en el 
plano z = V2 (la otra corresponde a la intersección de la bola con el cono inferior o negativo, 
aquel tal que z < 0). Con esto, reemplazamos en la igualdad x? + y? = 2? y queda: 


z? +y? = (V2). 


Por lo tanto, la intersección entre los bordes es una circunferencia de radio /2y centro (0, 0, V2) 
(ver figura 1.90). Para describirla, podemos hacer en analogía con el ejemplo anterior lo si- 
guiente. Teniendo en cuenta que 


= La sombra de W en el plano z = 0 corresponde al disco de radio V2 y centro en el 


origen. 


m Lavariable z se puede ver como que está acotada inferiormente por el cono y superior- 
mente por el paraboloide invertido, de hecho, de la descripción inicial de W y que z > 0 


sale que: 


ety <22<4-¢7-y? > yx32+y<z2< y4-a?- y?. 


Entonces 
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Figura 1.90: Intersección de 1? + y? = z2ya? +y? +2? —4 


Ejemplo 1.2.56. Graficar la siguiente región de R?: 


W = ((x,y,2) ER: r yY <2< VI+% 0<z<1}. 
Nuevamente, podemos separar las dos inecuaciones: 


1) Va? + y? > z. Esla parte exterior (pues (0, 0, 1) verifica la desigualdad) del mismo 
cono que en el ejemplo anterior, pues (0, 0, 1) no verifica la desigualdad y además por- 
que z debe ser positivo. 


2) z > £? + y?. Esla parte interior de un paraboloide con eje de simetría (0, 0, 2), z > 0. 


De lo anterior, se desprende como conclusión que W es la región encerrada entre el para- 
boloide y el cono que tienen eje de simetría (0,0, z), z > 0. W tiene como limite inferior a 


Va? + y? = zy como límite superior a x? + y? = z. Pero esto sucede porque la intersección 
entre \/x? + y? = zy x? + y? = z es una circunferencia: 


/x2 ty) =z > /a? + y? = 22 
ss > 24 2 = 2 _ 
elevando al cuadrado T y =z a =z 
q? + y? — z = 


+7-g=052(7-1) =0 > 250,251. 


Queda claro que si z = 0, entonces, x = y = 0, por lo que se intersecan en el origen (esto 
ya era evidente porque tanto el cono como el paraboloide de este ejemplo tienen sus vértices 
alli). Siz = 1, entonces 
2 2_ 42 _ 
ety = l= l 


La intersección de las cáscaras es una circunferencia unitaria con centro (0, 0, 1). 
Queda para el lector describir la región como elemental, pero, siguiendo lo que hicimos en 
el ejemplo pasado se hace con poca dificultad. 
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Figura 1.91: Región dada por /3? + y? > 2,0<2<1ly2 > a? +y? 


Figura 1.92: Intersección de \/x? + y? = zyz? +y? =z 
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Integrales dobles y triples 


2.1. Integrales dobles 


Definición 2.1.1. Una función f : A C IR? > R se dice que es integrable si es continua en todo A, 
salvo quizás, en una región de área nula de su dominio. 


Definición 2.1.2. Sea f : A C R? + Runa función integrable y sea R, un rectángulo. Se define la 
integral doble de f sobre R como 


JI, fdA= lim Y Y) fa) A: Aya (2.1.1) 


j=l i=1 


con Az; = |xi+1 — vi|y Ay; = lyj+1 — v;|, que son los tamaños de los lados correspodientes al 
rectángulo Rij = (x;,x;+1]| X [y;, y¿+1], para cada i, j. 


El límite que aparece en la ecuación 2.1.1 es el correspondiente al de las sumas de Riemann y 
podría no existir o ser infinito. Si la función es integrable (ver definición 2.1.1), entonces, siem- 
pre será finito dicho limite. 

La forma de operar con la integral doble definida en la ecuación (2.1.1) es a partir de la no- 
ción de integrales en una sola variable iteradas. 


Definición 2.1.3. Sea f : A C R? + Runa función integrable y sea R = [a,b] x [c,d], un 
rectángulo. Se define la integral iterada de f sobre R como 


fdA= || fdzdy= EX | " F(a.y) dy dz (212) 
R R a E a c 


Laideaestomarala variable como una constante e integraren primera instancia con res- 
pecto a y, que es hacer una integral unidimensional. Al evaluar quedará una segunda integral 
para calcular, pero la variable y habrá desaparecido, restando integrar respecto de zx. 
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Ejemplo 2.1.4. Calcular f fẹ 1dxdy, siendo R = [1,3] x [-1, 1]. 

Por el teorema anterior, se puede calcular esta integral doble por el método iterativo, ya que la 
función f(x,y) = lesintegrable y continua (de hecho, es una función del tipo escalonada 
con un solo escalón, ya que es constante). Entonces 


ff rew- f TEC w= [ vitta 


f| 8-ue- f. 2dy —2y|!, = 2.(1 — (-1)) = 4 


A continuación se enumeran algunas propiedades de las integrales dobles sobre regiones 
rectangulares. 


Teorema 2.1.5. Sean f y g, campos escalares definidos sobre un rectángulo R del plano real. Entonces 
se cumplen las siguientes propiedades: 


I] af +bgdedy=a |]. fdsay +b || gdxdy, 
D D D 


Va,b cR. 


1) Linealidad: 


2) Aditividad: si D = D, U D2 con D, y D2 no solapadas, es decir que a lo sumo tienen como 
intersección una curva, 


If, sardy- Jf fūrdy+ ff f dedy. 


3) Comparación: si f(x,y) < g(x,y), Y (x,y) € D 


"ni fūrdy < |f g dxdy. 


Deesta última propiedad de comparación se desprendequesi f > Oentonces |] f = 0. 
Lo que no vale es la reciproca (probarlo). 

Si se considera una región D acotada, y se tiene una f : D > R, se puede extender 
la definición de integral doble a regiones más generales. Si D es región de tipo III, se puede 
hallarsiempre un rectángulo Rtal que D esté completamente contenido en R. De este modo, 
se puede definir una nueva función F : R — R de la siguiente manera: 


f(x,y) si (x,y) ED 
Fee) = | a. si (n ER=D 


Como F resulta integrable en R, por aditividad queda 


Jf r^ ff oaa - ff raa 
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Si D es región de tipo l, es decir, D = { (x,y) € R? : a < x € b, g(x) < y < h(x) }, enton- 
ces, se tiene que 


d h(x) h(x) 
| Fen | Fey) dyte =f fea) dua 


g(h) g(h) 


b h(x) 
J f dzdy = | / Ha, y) is dy (2.1.3) 
D a g(x) 


Analogamente se pueden definir iterativamente integrales dobles sobre regiones S de ti- 


poll: 
d t(x) 
/ f dxdy = 1 / f(x,y) is dy (2.1.4) 
S c r(x) 


La operatoria en este caso es análoga a la de la definición para regiones rectangulares, te- 
niendo en cuenta que primero se integrará respecto de x, considerando a y como constante. 
Combinando las definiciones anteriores se obtiene el siguiente resultado. 


yentonces se tiene que 


Teorema 2.1.6. Sea f : A C R? — Runa función integrable y sea D, una región elemental de tipo 
III. La integral doble de f sobre D es 


Jf, rn [LES rmm a [I rae ers 


De modo que si se tiene una región de tipo IIl, se puede integrar en el orden que se quiera, 
pero para eso se tendrá que describir a la región como de tipo | o de tipo II, según convenga. 
Este teorema se conoce "Teorema de Fubini”. Con esto se puede empezar a calcular integrales 
dobles, como se hará en los ejemplos siguientes. Pero antes de ello, enunciamos propiedades 
importantes de las integrales dobles. 

Las propiedades de linealidad, aditividad y comparación mencionadas para integrales so- 
bre rectángulos se extienden a estas integrales definidas sobre regiones de tipo III. 

Se puede observar que en el ejemplo 2.1.4, la integral sobre el rectángulo [1,3] x [—1, 1] 
dio 4 — (3 — 1).(1 — (—1)) que es exactamente el producto de la longitud de su base y su 
altura. De modo que esa integral dio el valor del área del rectángulo. Esto se puede generalizar 
a cualquier región de tipo III del plano y motiva la definición 2.1.7. 


Definición 2.1.7. El área de una región plana elemental D es la integral doble de la función 1, esto es 


D)= ff 1dA = If 1dxdy. (2.1.6) 


Definición 2.1.8. Dada una función f : A C R? > R, su gráfico es el conjunto del espacio definido 
como 


or(f) = [ír,y,2) ER” : (x,y) € A, z = f(x, y) 
= ((x,y,f(x,y)): (x,y) € A}. 
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Figura 2.1: Gráfico de una función f : A C R? — R, f > Oenelespacio 


Definición 2.1.9. Si D es una region elemental del plano y f : D > Res una función tal que 
f(x,y) > 0,Y(x,y) € D, entonces, calcular la integral doble ff f dxdy es igual a calcular 
el volumen encerrado entre el gráfico de f y la región D en el plano xy en IR? (ver figura 2.2). Es decir 


Vol — I] f dxdy. (2.1.7) 
D 


Figura 2.2: Región encerrada entre el gráfico de una función f y su dominio 


D 
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De acuerdo con las definiciones de área y volumen encerrado, como la función f(x, y) = 1 
es estrictamente positiva se tiene que 


A(D) = II 1 dxdy 


es igual al volumen encerrado entre el gráfico de la función (que será el plano z = 1) sobre el 
dominio D. 


Ejemplo 2.1.10. Calcular el volumen encerrado entre el rectángulo del plano zy [—1, 1] x 
[-1, 1] y la función f(x,y) = 4 — 2? — y?. 

La función f es positiva, dado que —1 < x,y < ly,entonces x? + y? <14+1=2 => 
4 — (zx? + y?) > 4—2 = 2 > 0.De modo que, por la ecuación 2.1.7 


f. [f 4- etar] av 
1 


Vol 
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Obsérvese la importancia de que el resultado sea no negativo, dado que se está calculando un 
volumen y, como f no es constantemente nula, tiene que ser estrictamente mayor a 0, ya que 
la región tendrá volumen no nulo. 


Figura 2.3: Región encerrada entre f(x,y) = 4 — z? — y? y [-1, 1]x[-1, 1] 
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Ejemplo 2.1.11. Calcular f/f; f(x,y) dzdysi R = [0,2] x [0, 4] y 


joe{ dift 


si x =Y 


La función f es claramente discontinua en toda la recta y = x, los puntos de la forma (x, x). 
Si se considera la función restringida al rectángulo R, se tiene que resulta discontinua en todo 
un segmento de este, los (x, x) tales que 0 < x < 2.A pesar de ello, la integral doble podrá 
calcularse sin inconvenientes, dado que la región sobre la que es discontinua f esun segmento 
(de área nula), por lo que se aplica el resultado anterior y 


I | f(x, y) drdy = t T, Fle, y) dedy, 


siendo f (x, y) = e”. Entonces, 


4 2 4 
J| tendia = f| | emm] ei 
R 0 0 0 
4 


= ] 9-18- e -24f = ae - 0. 
0 


Figura 2.4: Rectángulo R y el segmento en el que f es discontinua 


Ejemplo 2.1.12. Calcular Jf. f dxdy, siendo f(x,y) = x +1y 


S-—l(zyeR?*:-zzyzse0zzz2). 
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La región S es un triángulo (ver figura 2.5) y está expresada como una región de tipo |, ya que 
la variable x es independiente, en tanto y está limitada por dos funciones de x, gı (£) = —x 
y go(x) — x (dos funciones lineales). Entonces, por el método de integración iterada 


2p pr 2 2 
7) fdxdy = / / x + 1dy dx = J [x.y + ene dr = / z?--z-- (z?--x)da 
S o We 0 0 


2 3 212 3 2 

218 2 23 2? 28 

= | 202 +20 da = |5 j | sd 4 E 
0 3 2 0 


Figura 2.5: Región 5 del Ejemplo 2.1.12 


Ejemplo 2.1.13. Dada la región 


Deis: V£e 51,2" <y<1}, 


2 
calcular ff, z.e" dA 
La región D es la correspondiente a la figura 2.6. Está expresada como región de tipo |, de 
modo que la integral se plantea: 


lr fl 
n z.e” dA =| / ve? dy] dx. 
D 0 x? 


El problema es que, planteada de esta manera, la integral doble no se puede calcular por el 
método de integración iterada, puesto que la función x. e^ es una función que no tiene pri- 
mitiva elemental respecto de y (recordar integración en una sola variable). Esto motiva que se 
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realice un cambio en el orden de integración, es decir, expresar a D como una región de tipo II 
(lo que, en consecuencia, la convertiría en una de tipo III). Esto se puede hacer sin dificultad, si 
es que ahora se empieza a observar a y como variable independiente y a x como dependien- 
te de funciones de y, que equivale a "invertir los ejes del plano real" (ver figura 2.7). El gráfico 
muestra que 0 < y < 1 y que z va desde el eje y hasta la parabola, que se expresaba como 
y = z?. Como x > Ose despeja a z en función de y, quedando x = yy, de modo que D se 
expresa como región de tipo II de la siguiente manera: 


D= 0 <y<l 
“LO <r< yi. 


Con esto, se procede a calcular la integral en cuestion: 


27 vY 2 
nm da= | / z.e de ay = | = ay = | Xm dy: 
D 0 0 0 2 0 2 


si se hace la sustitución 


t=% —t-0ht Plof fasi 
dt = 2y dy > € = dy 0 


Figura 2.6: Region D 


Como se pudo observar de este ejemplo, el cambio en el orden de integración resulta muy 
ūtil al momento de integrar ciertas funciones que no resultan integrables en el orden original. 
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Figura 2.7: Región D vista con ejes invertidos 


Ejemplo 2.1.14. Calcular el área dela región S del ejemplo 2.1.12. 
Para calcular el área de ese triángulo solo hay que calcular 


2p pax 2 2 ya 
II ldxdy = n |/ Lay dx = f Yl „da =f 2r dr = 2— 
S 0 lle 0 0 2 


Queda para el lector verificar que este resultado coincida con la fórmula de área de trián- 
gulo aplicada a este caso. Otro ejercicio que generaliza esto es el siguiente. 


2 
= 4. 
0 


Ejercicio 2.1.15. Verificar que para un triángulo de base a y altura b, como el de la figura 2.8, 


se cumple la siguiente igualdad: 
b.a 
ldxdy = —. 
JI, 2 


Ejemplo 2.1.16. Calcular el area de la region sombreada D correspondiente a la figura 2.9. 

En este caso, se trata de una region que no es elemental, aunque si esta compuesta por re- 
giones que sí lo son, pues puede separarse, por ejemplo, en rectangulitos. Es decir que la región 
D es unión de regiones elementales y por ello se puede calcular su área. Si 


Dı = (x,y):0< 7<£1,0SySl1, 


D; = (x,y): 1<1<2,-1<yS<3, 
Dı = (x,y): -1<1<0,2<y<4, 
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Figura 2.8: Triángulo de base a y altura b 


Figura 2.9: Región combinada 


resulta que 


D = Dı U Də U D3. 
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De modo que 


A(D) = A(D1) + A(D2) + A(D3). 
A(D1) = ffo, 1dzdy = fo |f; tae] dy = 1-0). 0) 21 
A(D») = ffo, 1dzdy = f°, |f? 142] ay = 2- 1.871) 212-2 , 
A(D3) = ffp, 1dzdy = J, NA 1dz| dy = (0 — (-1)).(4—2) 22 


entonces, A(D) = 14-24 -2— 5. 


Observación 2.1.17. (Una nota de color no por ello menos importante). 

Se sabe que el área de un disco o círculo se calcula con la fórmula 7.a^, siendo a > Oel 
radio del mismo. De acuerdo con la definición de área hecha en (2.1.6), el área también es la 
integral doble sobre el disco de la función 1. Juntando estas dos cosas se obtiene que 


v.a? - ff 1 dxdy, 
D 


ysiese disco tiene centro en el origen podemos describirlo como 
—a<r<a 


D=ļ —va? — z? < y < va? — 27, 


ya que cumple la desigualdad x? + y? < a? (ja está fijo, es el radio!). Entonces: 


T.a? i ma Ldy de = | [y] a di 
—a Va?—a?2 —a 


Y vaa 
= |. 2. (a? —aā dz =2. | V a? — r? dz. 


2 


vVa?—z? 


| 


O sea que 
T.a eR Va 2 ede < C= (| vē — x? dx. 


Esto da el resultado de una integral en una sola variable que no resultaba fácil de calcular de 
manera directa. 


2.1.1. Práctica 


1) Calcular las integrales de las siguientes funciones sobre los conjuntos indicados. 


(I) f(x,y) =3, R=|[-3,2] x [0,5]. 
(11) f(x,y) = —2, R= [0, 2] x [-1, 1]. 
—2 si —1<z<l y0<y<1 
u 1 si 1<r<2 y0<y<l [pn 
(rm) f(x,y) = l si ga psg R = [-1,3] x [0,2] 
0 si -1<x<3 yl<y<2 
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2) Sean f y g dos funciones definidas en R = [1,5] x [1, 2] por: 
1 sil<x<3 yl<y<2 
fimabes 2 aššašd yl<y<2 y 
3/2 sid<a<5 yl<y<2 


1 sil<x<3 yl<y<2 
g(x,y) = . 
2 siši<r<5 yl<y<2 


¿Es posible afirmar que [ft f(a,y) dz dy < n g(a, y) dx dy sin calcular las inte- 
R 


grales? Justificar. 


3) Calcular las siguientes integrales iteradas. 


(1) Si ( s aty + y? da) dy (II) p ts y cos x + 2 dy) dr 


(LII) Ja (Jo xery dy) dx (IV) 5 (f —xlny dy) dx 


4) Calcular los siguientes volámenes. 
(1) Sólido delimitado por el gráfico de la superficie z = cos y y los planos x = —2, 
y—2,y-—-—m/2ey = (.. 
(11) Sólido delimitado por la superficie z = x? + y y el cuadrado [0, 1] x [1,2] y los 
lados verticales de dicho cuadrado. 


5) Graficar las regiones D del plano asociadas a cada una de las siguientes integrales ite- 
radas y calcularlas. 


(D Io (fr dy) da (1) Jo (Jo ay dy) de 
(LII) Ja Ja Y dy) dr (IV) JINA (J; 9 sena dy) dz 
() Jo (5,2 dz) dy (v). Sl (f, enay) de 


6) Calcular f f f(x,y) dx dy en los siguientes casos. 


a) f(x,y) = 1 + zyy D la región limitada por el eje y y la parábola de ecuación 
xg = —4y? +3. 
b) f(x,y) =1+2yyD =((2,y) : £? +y’ <2, y > 0}. 
2 f(z.y) = yyD = ((z,y):0€ x € v/2, 0€ y € senz}. 
f(x, y) = 2x — 2yy Del triángulo de vértices (0, 0), (1, 3) y (3, 1). 
: f(x,y) = 1? + 22y + 2y D la región limitada por el gráfico de y = 1? + z, el 
eje x y las rectas de ecuación x = Oy = 2. 
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2.2. Integrales triples 


A continuación veremos algunas definiciones en IR? análogas a las realizadas en la sección 
anterior. 


Definición 2.2.1. Una función f : B C IR? + R se dice que es integrable si resulta continua en 
todo D salvo, quizás, en una region de volumen nulo (o sea, sobre una superficie). 


Definición 2.2.2. Sea f : B C IR? > Runa función integrable y sea O, un paralelepípedo. Se 
define la integral triple de f sobre C) como 


// M fdv = mm D 5 f (zi, Yj, zi) Ax:Ayj Az, (2.2.1) 


l=1 j=1 i=1 
con Az; = |xi41 — vil, Ay; = isi — zily Ay = [2141 — zıl, que son los tamaños de los 
lados correspondientes al paralelepípedo Qi; = (xi, i41) X [uj Yj+1] X (21. 2141], para cada 
1, J, L 


Nuevamente, el límite que aparece en la ecuación 2.2.1 es el correspondiente al de las su- 
mas de Riemann y podría no existir o ser infinito en caso de que la función no sea integrable (ver 
definición 2.1.1). 


La forma de operar con la integral triple definida en la ecuación (2.2.1) es a partir de la no- 
ción de integrales en una sola variable iteradas. 


Definición 2.2.3. Sea f : B C IR? + Runa función integrableysea Q = [a,b] x [c, d] x [e, f], 
un paralelepípedo. Se define la integral iterada de f sobre Q como 


II rev IL, pasti - [ | | ana dz 
- [ [ / f(x,y,z) d J dx. (2.2.2) 


La idea es primero tomara las variables x e y como constantes e integrar en primera instan- 
cia con respecto a z, que es haceruna integral unidimensional. Al evaluar quedará una integral 
doble para calcular, sin la variable z, y resta integrar respecto de y y luego respecto de x. 


Las integrales triples iteradas también cumplen las propiedades de linealidad, aditividad 
ycomparación mencionadas para integrales dobles en el teorema 2.1.5. 


Ejemplo 2.2.4. Calcular fff, x” + y dxdydz, siendo Q = [0,1] x [0,2] x [1,3]. 
La función f(x,y,z) = x? + y es una función continua en todo R*, de modo que, por el 
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teorema anterior: 


J[[, 2 * vac: = [Uf Uf +u] ar] a: 
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Kā 
Si se considera ahora una región W C R? acotada, y se tiene una f : W + R*, también 
se puede extender la definición de integral triple a regiones más generales siguiendo las ideas 


descriptas para integrales dobles. Finalmente, no es difícil arribar alas siguientes definiciones, 
en analogía con el caso de dos variables. 


Definición 2.2.5. Sea f : B C R? > Runa función integrable y sea W C B, una región 
elemental de tipo | en el espacio. Se define la integral triple de f sobre W como 


to(x) r2(x,y) 
III, f dxdydz = A / ln f(x,y) d 0 dx (2.2.3) 
a ti (a) ri(2,y) 


si W está descripta como 


a<x<b 
W = ti(x) € y < to(x) 
ri(x, y) € z € ra(z, y). 


Se opera con esta integral iterada de la siguiente manera: primero se toman las variables 
x e y como constantes y se integra en primera instancia con respecto a z, que es hacer una in- 
tegral unidimensional. Al evaluar quedará una segunda integral para calcular, pero la variable 
z habrá desaparecido, por lo cual resta hacer una integral doble respecto de y primero y luego 
de x. 

Análogamente se pueden definir iterativamente integrales dobles sobre regiones de tipo 
Il y IIl, pero es muy similar a lo que se acaba de definir, por lo que solamente se enunciará la 
definición de integrales sobre regiones de tipo IV. 


Teorema 2.2.6. Sea f : B C R? +4 Runa función integrable y sea W, una región elemental de 
tipo IV. Se define la integral triple de f sobre W como 


fav = f dadydz = eee f(e,y)dz| dy| de, 
W w a tı (2) rı (x,y) 


(2.2.4) 
d s2(y) l2(y,2) 
// rav = || fūzdydz = | / / fasi d dy 
W W c si(y) l1(y,z) 
(2.2.5) 
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Es decir, que sila región es de tipo IV, se puede integrar en cualquier orden, pero es preciso 
estar atentos, porque si W es de tipo IV y está descripta como de tipo | de la siguiente manera 


a<r<b 
W = til) € y € tala) 
ri(z, y) < Z < r2(7,Y), 


se la debe integrar como de tipo |, para cambiar el orden de integración hay que cambiar siem- 
pre la descripción. Lo que estaría mal es hacer algo como lo siguiente: 


to(x) b T2(2,y) 
S M Lf fea de as. 
ti (o) a r1(x,y) 


pues incluso esta integral daría una función, siendo que se están calculando integrales de- 
finidas y no primitivas. 

Cabe destacar que las propiedades de linealidad, aditividad y de comparación también 
valen para integrales triples, pero no serán enunciadas. 

Una región que en principio no sería elemental podría ser (aunque no en todos los casos) 
unión de regiones elementales no encimadas entre sí, es decir que a lo sumo comparten un 
borde o superficie en comün (una "pared", es decir, una región de volumen igual a 0). 


Ejemplo 2.2.7. Calcular ff, 22? dzdxdy, siendo 
W = ((x,y,2) E R? : |z| < 1,[y-2] <3,0<2<1). 


Notar en primer lugar que la región W es un paralelepípedo, ya que la condición sobre x dice 
que —1 < x < 1, en tanto la condición sobre y es que —3 < y — 2 < 3> —1 < y 5yla 
condición sobre z está dada de manera explícita. La región W es una región de tipo IV, ya que 
puede expresarse como de tipo |, Il o Ill indistintamente, dado que son todos los límites de las 
variables funciones constantes. 

Entonces, expresada como de tipo | la integral queda 


5 pl p 5 pl mn 
22? dzdxdy = Í / 21221 dady 
J, L, i = —1J-—1 - 


integro respecto de z 


5 pl 5 9,3 
2 
= / J 27” dedy = / aa 
-14-1 y 1 3 


integro respecto de x 


4 f° 4 
= 2 ldy = -(5 +1) =8. 
= Gf, y= 351) 


linealidad 


Ejemplo 2.2.8. Calcular ff fa f dV, si f está definida por 


rcr+y+z si z-—l 
Hama = | e si 241 
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yC = [0,2] x [21,4] x [-1, 0]. 
La función f es discontinua en C, específicamente en una porción rectangular del plano 


z = lconx € [0,2]ey € [-1, 4]. Pero un rectángulo es una región de contenido nulo, ya 
que tiene volumen igual a 0 (es una superficie y una región plana), entonces: 


[ff sev = p osse eee 
FA aa LUC En a] n] 


2 2 y—4 2 
= / a+ EL] dz = | 5x +5dx 
0 2 2 = 0 


2 


= 10 +10 = 20. 
0 


= js + 5x 


Ejemplo 2.2.9. Calcular ff fẹ 2y dzdydz, siendo 


W = { (x,y,z) ER*:0<7<5,0<y<1,0<2<cos(o)). 


La región W es la correspondiente a la figura 2.10. De acuerdo con la ecuación (2.2.4), tenemos 


que: 
1 cos(x) 
JI 2y drdydz / n 2y dz | dy| dr 
Ww o [Jo 
2 [ r! Er al 
= n / [2y.2] =p dy dr = n / 2y.cos(x) d dx 
0 0 0 0 


ll 


Il 
[V^] 
9) 
3 
ER 
8 
= 
Ona 
Il 
= 


Definición 2.2.10. Sea W una región elemental de IR? (o unión de regiones elementales no encima- 
das). Se define el volumen de W como 


vow) = ff]. xav. (2.2.6) 


Ejemplo 2.2.11. Si se calcula el volumen de la región W del ejemplo 2.2.9, de acuerdo con la 
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Figura 2.10: Región 
W = { (x,y,z) ER: 0<£<Z,0<y<1,0< z< cosíx)) 


definición 2.2.10 se obtiene 


T 1 cos(x) 
ww) = fff vasis - [* | | / us d dz 
Zr pl Zr pl 
= n / a ay dx = / | cos(x) dy da: 
0 0 0 0 


Ejemplo 2.2.12. Si W es una región del espacio, definida como 
W = ((z,9,2) : 3? +y? +2? <1}, 


y f(x,y, z) = z, entonces calcular ff fy f dzdydz. 

De acuerdo con lo visto en el primer capítulo, esta región es una bola de radio 1 y centro en 
(0, 0, 0), cuyo gráfico es la figura 1.72 del ejemplo 1.2.43. De acuerdo con la ecuación (1.2.14), 
una descripción de esta bola es: 


—1<x<1 
=V1-212<y< wv1- a? 


=== EE ope 
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De modo que la integral se plantea de la siguiente manera: 


1 via? py/1—a? -y? 
I] f dxdydz = / / / z dz dy da. 
Ww 1 Vl-x? V 1-2z2—39? 


Y la resolvemos 


Vi-a? si 1-x?—y? 
Llave 
v1-z? 2 1-x2—y2 


ir kā P) ( A 
Y AL 


2 


vV1—z2 
- f. / 0 dzdy — 0. 
Vl-a2 


Da 0 ya que la integral definida de la función nula es O (pues su primitiva es una constante y 
por regla de Barrow se suma y se resta a ella misma). 

Si se hubiera integrado en otro orden, por ejemplo primero respecto de y (si hubiéramos 
expresado a y como la variable que va entre dos funciones de z, z), las cuentas hubieran sido 
más largas, aunque el resultado final sería el mismo (por el teorema de Fubini). Esto sugiere 
que antes de ponerse a describir y a calcular integrales ciegamente conviene mirar un poco la 
región y la función a integrar, verdaderamente, se puede ahorrar gran cantidad de cuentas (y 
preocupaciones). 


V1-z2 


Ejemplo 2.2.13. Sea W la región del primer octante acotada por los planos y = 0,z = 0, 
zd y =2,2y + x= 6yelcilindro y? + 2? = 4.Si f(x, y, z) = z, calcular f f fy f dV. 

Este es un claro ejemplo de una región mixta que es un poco más difícil de graficar. Lo que 
conviene hacer en este caso es ir visualizando poco a poco. 


a Se tienen 4 planos: los dos primeros, de ecuaciones implícitas y = 0, z = 0, son los 
planos que tienen como direcciones a los ejes x y z, en el primer caso, en tanto que para 
el segundo lo son x e y. Como ya hemos trabajado con ellos no los graficaremos aparte, 
pero sí los tendremos en cuenta para el gráfico dela región. Los dos restantes se pueden 
graficar como en la figuras 2.11a y 2.11b. 


a y 4-2? = 4esla cáscara de un cilindro circular de radio 2 con eje de simetría en el eje x, 
dado que para cada x € R se tiene la misma ecuación que describe una circunferencia. 
Si se combina el gráfico del cilindro macizo (y? + 2? < 4) con el hecho de que la región 
se encuentra en el primer cuadrante queda un cuarto de este mismo, como en la figura 
2.Tic. 


Sia continuación se combinan los gráficos, lo que se obtiene es el gráfico de la figura 2.12. Esta 
región es un cuarto de cilindro cortado por dos planos no paralelos que son x + y = 2y 2y + 
x = 6.Asimismo hay que pensar cómo describirlo como región elemental (si es que se puede), 
o como unión de regiones elementales. Para ello se puede observar que las tres sombras de W 
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Figura 2.11: Planos x + y = 2, 2y + x = 6y cilindro en el primer octante 


(c) Cilindro y? +22 < 4enel 
(a) Plano x + y = 2 (b) Plano 2y + x = 6 primer octante 


Figura 2.12: Región del primer octante acotada x + y = 2,2y + x = 6y 


(sobre z = 0, x = 0o y = 0) dan regiones planas muy distintas. En el caso z = 0 es la de la 
figura 2.13a, en tanto para y = Oel gráfico de la sombra es la correspondiente a la figura 2.13b. 
En el primer caso (z = 0), se puede ver que no se trata de una región elemental del plano (pero 
si union de tales tipos), por lo que describirla resultaría algo engorroso (habría que dividirla en 
regiones que sí sean elementales y describir cada una de ellas). Por otro lado, la sombra en el 
plano y = 0 (ver figura 2.13b) es un rectángulo, pero el problema no es describirla a esta sino 
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Figura 2.13: Sombras de la región del primer octante acotada por x + y = 2, 
2y+2=6yy +2" =4 


(a) Sombra en z = 0 (b) Sombraeny = 0 (c) Sombra en x = 0 


en el hecho de que la variable y luego no quedará entre dos funciones únicas de x y de z, por 
lo que habría que seccionar a la región. No obstante, lo que queda es observar la sombra en el 
plano x = 0, que es la correspondiente a la figura 2.13c. Se puede notar que esta se trata de un 
cuarto de disco con centro en el origen y radio 2 (equivalente a la sombra del cuarto decilindro). 
Describir esta tercera sombra resulta mucho más familiar, así que eso es lo que conviene hacer: 


t <y<2 


0 <z< y4- y?. 


Ahora hay que hallar los limites superior e inferior de la variable x respecto de y y z. Para 
ello, observar que la región vista así tiene como piso y techo únicamente los planos x + y = 2 
y2y + x = 6, respectivamente. Por lo cual se puede pensar que x va “desde un plano hasta 
el otro" y de las ecuaciones implícitas de cada uno de ellos sale que x — 2 — y, x — 6 — 2y. 
Finalmente queda: 


0 <y<2 


W = 0 <z< y4- y? 


así que la integral quedará planteada como 


2 pyioy? p6-2y 
I] sav = | n | z dx dz dy 
Ww 0 Jo 2-y 


2 y iy? 53 2 Jy? 
x=6—2y E 
/ / [za] 5 .,, dz dy = / / z(4 — y) dz dy 


-f'[£a-»[ a fla y) — y?) dy 


2 z=0 
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> y? 2 aye 14 
=| 8 — 2y? -24 + dy = [By y—y + | =>. 
0 3 g. 3 


Ejemplo 2.2.14. Calcular el volumen de la bola unitaria con centro en el origen. 
Para este caso, por el ejemplo 2.2.12 se tiene ya un gráfico y una descripción de la región, así 
que el volumen, de acuerdo con la ecuación (2.2.6), se calcula como: 


V1-z2 1- V1-x2—y? 
JIJ, 1dV = f, nt a 1dzdydx 
y l=a2y? y l=a2y? y? 


Via? NA 
f. ri panas d 


vi= = lc āga ga 


Vol(W) 


Via? 
i | 2V1—x2 — y? dy dz. 
V1-z2 


Lo que ha quedado es una integral que no se sabe bien cómo resolver. Aún haciendo cam- 
bios en los órdenes de integración (cambiando la descripción de la región) se llegará al mismo 
problema. 


Este simple ejemplo muestra las limitaciones que tenemos en el momento de integrar en 
varias variables y, así como en una sola variable se tenía el método de integración por sustitu- 
ción es oportuno preguntar si existe un método análogo en varias variables. El próximo capí- 
tulo tratará este método, que se llamará cambio de variables. 


2.2.1. Práctica 


1) Calcular ff fiy f(x, y, 2) da dy dz en los siguientes casos. 


(n W=[0,2] x [0,1] x [0,3], f(x,y,z) = 2? 
aun W = [1,3] x [-1,1] x [0,2], f(x,y,z) =x +y 22 
(D W = [1,3] x [72,1] x [0, 7/2], f(x,y, z) = (1? + y?) cos z 


2) Calcular las siguientes integrales iteradas. 

er t* 
Jo i zda) dz) dy (un) le (Jo (Jo (y + zz)dz) dy) dz 
lī is dz) dy) dr (TV) Jr (Jī | lia yz^dz) dy) dz 


3) Calcular ff fiy f(x, y, z) du dy dz en los siguientes casos. 


a) W la región acotada por los planos x = 0,y = 0,z = 3ylasuperficie z = 
a? + y^, cong,y > Oy f(x, y,2) = x. 
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b W —((z,9,2): £? +y? +2" < 4}y f(x, y, 2) = zyz. 
C) W = ((z,y,z) : 3? +y? +2" < Ay f(m,y, 2) = y. 
d) W = {(x£,y, 2) : £?°+y?— 2° €0;,y200x2x2)yf(z,y,2) = zy. 


4) Calcular el volumen de W en los siguientes casos. 


a) W=((2,y,2):1+y+2<1,2,y,2 > 0} 
b) W = {(z,y, 2): 2? +y? < z,0 <z <9} 
c) W ={(2,y,2) : z € 5 — 22°, 2r-y <1, x,y,z > 0) 


d) W es el cuerpo limitado por z = xy, el cilindro y = y2x y los planos z + y = 4 
,y=0,2=0. 
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Teorema de cambio de variables 


3.1. Introduccion 


La definición de integral múltiple sobre una función escalar (una función f : A C R” > R, 
n = 2,3) a la que se ha arribado en el capítulo anterior nos proporciona un método para cal- 
cular dichas integrales. Pudimos visualizar esto con los ejemplos de integrales dobles y triples 
que trabajamos en el capítulo 2. 

No obstante, en el ejemplo 2.2.14 no pudimos terminar de calcular la integral pedida dado 
que quedaba una función cuya primitiva desconocíamos. Observamos que si cambiábamos 
el orden de integración tampoco podíamos resolverla. De hecho, hay muchos otros casos de 
integrales en los que, a pesar de que salgan las primitivas, las cuentas se hacen simplemente 
imposibles. El ejemplo a continuación ilustra un poco estos problemas. 


y — 22 
2x +y 


Ejemplo3.1.1. Calcular f f} sen (ta 


(1,2) y (0, 4). 
Si bien la región sobre la que se integra es un triángulo, hay problemas para hallar primi- 
tivas de la función que hay que integrar respecto de x e y. 


) dxdy, siendo T el triángulo de vértices (0, 0), 


Esto nos muestra que se necesita trabajar de otra manera con este tipo de integrales, en 
este caso puesto que la integral no se puede calcular por los métodos convencionales. Lo que 
veremos en este capítulo es un método muy útil para este y muchos otros casos, llamado cam- 
bio de variables. La idea es llevar a dos dimensiones el método de sustitución, frecuentemente 
utilizado en integración definida para funciones de una variable. 


3.2. Cambio de variables en IR? 


Recordemos brevemente la idea del método de sustitución para integrar funciones de una 
. "e ; d - ; 
sola variable. Si se tiene la integral E f (t)dt con f una función continua y se puede pensar a 
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f(t)dt = f(g(a)).g (z)da con g una función con derivadas continuas en [a, b] tal que c = 
g(a) y d = g(b). 

Para el caso de cambio de variables queremos utilizar una idea similar, aunque el méto- 
do será más laborioso porque si pensamos a las integrales mültiples como iteradas, entonces 
debemos realizar sustitución por cada variable sobre la que se está integrando. 

Para el caso de integrales dobles, si se consideraa f : D C R? > R,yax,y € D 
como funciones de dos variables u,v € D*,esdecirz = x(u,v)ey = y(u, v), entonces, 
f(x,y) = f(x(u,v), y(u, v)). De este modo, queremos describir la integral ff, f como 


n f(x,y) dady =| f (x(u, v), y(u, v)).O dudu, (3.2.1) 
D D* 


por lo que resultaría igual integrar en el dominio D que en D*. Claro que por eso aparece O 
que es el factor de corrección de la transformación dela región, así como en una variable ese rol 
es llevado adelante por g . Como (x(u, v), y(u, v)) es una función vectorial de dos variables (u 
yv), O estará relacionada con la matriz jacobiana de (x(u, v), y(u, v)), que es la que contiene 
sus derivadas parciales. 


Definición 3.2.1. El Jacobiano de una función T (u, v) = 


Ox 

o 
det ( Bu 

Ov 


— 


z(u,v) yu, 0) es 


Con esto, finalmente queda, bajo algunas hipótesis bastante generales, el siguiente teore- 
ma. 


J(u,v) — 


HALAL 
eeej 


Observación 3.2.2. © = J(u, v). 


Teorema 3.2.3. Sean D y D* regiones elementales de R? (de tipo I, Ilo 111) y sea T : D* + Duna 
función de clase C" e inyectiva (salvo, quizás sobre una curva) tal que D = T(D*). Entonces, para 
cualquier f : R? — R integrable 


I] f(x,y) dzdy = | f (z(u, v), y(u, v)) J(u, v) dudo. (3.2.2) 
D D* 


Este teorema proporciona un método muy ütil y potente para resolver un abanico mucho 
más amplio de integrales dobles. Se puede ver su utilización en los siguientes ejemplos. 


Ejemplo 3.2.4. Coordenadas polares Calcular f f^, 4/x? + y?dxdy, siendo D 

D = { (x,y) ER? : x? +y? <4}. 
En primera instancia se puede observar que D es un disco de radio 2 con centro en (0,0) y 
sabemos que puede expresarse tanto como región de tipo | como de tipo Il, por lo tanto, es una 


región elemental. Expresada como de tipo | queda: 


—1<z<l 
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=V4-22<y< y4-— 2? 
1 V4-22 
=> / J Va? + y?dyda. 
EUM Dem 


vVA— zx? 
Y esta integral resulta difícil de calcular, aún cambiando el orden de integración. Ahora bien, 
si se considera la relación trigonométrica: 


cos? 0 4- sen? 0 — 1, 
con 0 < 0 < 2r, y se multiplica a ambos lados por r? queda 
(r cos 0)? + (rsen 0)? = r°. 
Sisellamaa x = r cos 0 , y = r sen 0 queda que 
a? +y = r*. 


SiO € r € 2y0 < 0 < 2m,seestá considerando todo el disco de radio menor o igual que 
2 con centro en (0, 0), pero expresando a x, y como funciones del ángulo y del radio. En otras 
palabras, se está considerando un cambio de variables a las llamadas coordenadas polares: 


x = x(r,0) 2rcos0, y = y(r,0) =rsend (3.2.3) 


con 


0<r<2,0<0<27. (3.2.4) 


Figura 3.1: Regiones D y D* 


(a) Región D: disco de radio 2 (b) Región D*: rectāngulo 


La región D en el plano (x, y) es un disco de radio 2 (ver figura 3.1a), en tanto, la región 
D* en el plano (r, 0) es un rectángulo, pues está determinada por los límites de r y de 0, es- 
tablecidos en la ecuación (3.2.4) (ver figura 3.1b). Además, la función (x(r, 0), y(r, 0)) es una 
función inyectiva salvo cuando 0 es 0 6 7, que vale lo mismo para cada 7 (es inyectiva salvo en 
el segmento (r,0),0 € r < 2). 
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Ahoraqueyasetieneel cambio de variables, para calcular la integral hay que hallar J (r, 0): 


Or dy 
J(r, 0) = det E A | = dai ( ee n) | 
os $ —rsen@ rcos 
= |rcos? 9 + rsen? 6| = |r (cos? 0 + sen? 0) 
——— 
=1 
= m. 
ss 
r<0 


Entonces, por teorema de cambio de variables 
J| fe) dzdo= [in mur at anao, 
D D* 


con f(x,y) = yx? + y?. Con esto, 


f(a(r, 0), y(r,0)) = f(rcos0, rsen0) = y(rcos0)? + (rsen 0)? = Vr? = |r| =r 


2 (2x 2 
n I rr dūdr = J r?0|2* dr 
o Jo 0 
2 3 


= J 277? = 27 — |? = sun 
0 3 3 


Se puede observar en el ejemplo 3.2.4 que el cálculo del Jacobiano es independiente de los 
limites dela nueva región D*. Esto no sucede en todos los casos. 


y la integral se calcula como 


If f (v, y) dedy 


Ejercicio 3.2.5. Expresar a las siguientes dos regiones de IR? en coordenadas polares y hallar 
el Jacobiano del cambio de variables en ambos casos: 


1. D = {(a,y) € R? : (x — 1? + (y +3) < 4) (disco circular), 


2. D = ((x,y) € R? : 42? + y? < 1) (disco elíptico). 


La resolución del ejercicio anterior motiva el siguiente teorema, cuya demostración queda 
para el lector. 


a 


Teorema 3.2.6. Si D = { (x,y) IR : (2—20)? + (y= yo)" < 1)) con a, b € Ryo, las coor- 


denadas polares son 
x = ar cos + zo, 


y = br sen 0 + yo, 


con) < r < 1,0 < 0 < 2m. Además, el Jacobiano del cambio de variables a coordenadas polares 
(r, 8) es: 


J(r,0) = abr. 
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Observación 3.2.7. Cualquier porción menor de disco circular o elíptico implicará una modifi- 
cación en los límites de r y de 0 pero las coordenadas polares serán iguales, lo cual implica que 
el Jacobiano tampoco se verá modificado. 


Ejemplo 3.2.8. Calcular f fp y — x dxdy, siendo D la región definida por: 


D= 1<y-r<2 
—LlS£y+rs2. 


La región es la comprendida entre las rectas y = x + 1, y = x +2,y = 1— rey =2-r, 
es un paralelogramo inclinado (ver figura 3.2a). En este caso, conviene llamar 


u=y—7 eL 1<u<2 
ten >D -f 1<v<2. 


Figura 3.2: Paralelogramo y su transformación en el plano uv 


(a) Paralelogramo inclinado (b) Rectángulo D* en el plano uv 


La región D se transforma en un rectángulo cuadrado del plano uv (ver figura 3.2b). 


v—u 


"n 
y = 7". 


v—u 


v =sy+r >v= (u+r)+tr >r 5 


B —y—-r-y-—-ucrtcz zm 


Con estose logró hallar z(u, v) ey(u, v) peroempezandojustamente porel modo inverso, 
es decir, primero hallando u(x, y) y v(x, y). Este método es muy utilizado y sirve para muchos 
casos. Una vez obtenido el cambio de variables, resta calcular el Jacobiano: 


de dy ci a 1 1 1| 1 
je (E B= ke CF Diaa 


| 
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Si f(x,y) =y- x => Ai) 4 — 6% = ?* = u, entonces, 


[| (e dzdu = UN (E x) J(u, v) dudv 


2 ¡u=2 2 _ 
= Pf uh dudo= f - aw = | kai 
1 Jı 2 i lsi 1 4 
p, 2 
B / Borde - 0 is: 
1 4 4 || 4 4 


— 2 
3 dxdy, siendo T el triángulo de vértices (0, 0), 


š y 
Ejemplo3.2.9. Calcul 
jemp alcular f fy sen (nt 


(1, 2) y (0, 4). 

Este caso es algo diferente del anterior, ya quelo que motiva un cambio de variables no es 
la región T en sí, dado que es una región fácil de describir como de tipo | (ver figura 3.3a), sino 
la función a integrar. Por ello, se plantea el siguiente cambio de variables: 


v+u 


ucy—2r-^uct2r-y uc; =y > Yy = 
v=y+2r v—uct2rct2xr > t= T. 


Como este cambio de variables es lineal, se espera que el triángulo T del plano zy sea trans- 
formado en otro triángulo T” pero del plano uv. Esto también sugiere que los vértices de T 
sean llevados a vértices de T*, de modo que: 


a si(z,y) = (0,0) ={ = (u,v) = (0,0), 


( 
= si(z,y) = (1,2) >f i = (u,v) = (0,4), 
( 


= si(x,y) = (0,4) 20 M i21 104 = (u,v) = (4,4). 


Es decir que el triángulo T se transformó en el triángulo T* de vértices (0, 0), (0, 4) y (4, 4) en 
el plano uv (ver figura 3.3b). Esta región se puede expresar como de tipo ll, teniendo en cuenta 
que las rectas que limitan a este triángulo son u = 0, v = uy v = 4: 


0<v<4 
0 € u € v. 
Resta calcular el Jacobiano de la transformación. Six = ey = eiu ,entonces: 
Or Əy -1 1 1 1 il. 
J(u,v) = det| 9» 34 || = |det| 4 ?%||= = = 
ea- AA alā 


Entonces, la integral gueda: 


TA 


— 2x u 
=| dady = n sen (77) J(u,v) dudu 


118 


Tamara P Bottazzi 


LY ya Lp 
= J | s cos(m-) dv — n a (cos 7 — cos 0) du 
4 JA T V lu=0 4), T" ——-—^ 


=-2 


Figura 3.3: Triángulo y su transformación en el plano uv 


(a) Triángulo de vértices (0, 0), (b) Triángulo de vértices (1, 1), 
(1, 2) y (0, 4) (0, 1) y (4, 4) enel plano uv 


Ejemplo 3.2.10. Calcular el área de la región en el primer cuadrante D, definida por: 


yx =1 
yx =4 
= y =2x 
y =2 
En este caso, se trata de la región encerrada entre dos hipérbolas (yr = 1 y i, yx 


4>y= £),ambascon asintotasx = Oey = Oylasdosrectasy = 2rey = x.Lacondicion 
sobre el primer cuadrante permite afirmar gue se debe tomar solo una de las ramas de cada 
hipérbola, específicamente aquella en la que x, y > 0. La región D es la formada por la unión 
de todas las hipērbolas del primer cuadrante de la forma yz = ucon 1 < u < 4,intersección 
todas las rectas de la forma y = vx con 1 < v < 2(hipérbolas xy = u intersección rectas de 
pendiente v que pasan por el origen). De acuerdo con lo recién descripto, se puede decir que 


u = yz "E 1<u<4 
de y spei Seia 


Y el gráfico de la región corresponde al de la figura 3.4. 
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Figura 3.4: Región en el 1? cuadrante encerrada entre las hipérbolas yx = 1, 
yx = 4ylasrectasy = rey = 2x 


«y 


Sisetiene en cuenta que: 


u —yr-y-z 
ulz u 
U Z U / > 
x c 
x 20 


El cambio de variables es: 


mientras que el Jacobiano será 


1 vv 


Ox Oy 
Os Oy 2/uv 2u3/2 1 vou 
J(u,v) = |det E Al = det = | 
ge mv A vu 1 4(y uv)? A(uv)à 
2039/2  24/uv 
Aa ae INE 
4|uv uv|| | 4uv| 2uv 


En este caso, el Jacobiano no es una constante y esto está relacionado con que la transfor- 
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mación fue hecha desde una región curvada a un rectángulo. Finalmente, 


: A = A 
Area(D) = JI, 1dA= | zur dedu= | a, Ini) 
2 


| linę?) — In(1)] du = / = nf?) du = r n(u) 


v=2 


du 


|. In(2) . In(2)In(4) 
= O may — nay = 


Es importante que este resultado haya dado positivo debido a que se estaba calculando el 
área de una región plana. 


Lo que se puede extraer de estos ejemplos es la idea de que el cambio de variables resulta 
un método sumamente ütil para calcular integrales en las que: 


1) el dominio de integración no permita ser expresado como región de tipo lo Il; 
2) lafunción a integrar no parezca facil de integrar aún cambiando el orden de integración; 


3) aun cuandose pudieran hacer las dos cosas, las cuentas quedan muy difíciles de calcular. 


3.2.1. Práctica 


1) Sea P la región del plano x, y limitada por las rectas x — y = 2, x — y = 5,3x +y = 1 
y3sx+y=3. 


a) Hallar variables u, v de modo que la región P del plano x, y se transforme en un 
rectángulo del plano u, v. 


b) Calcular el área de P utilizando el teorema de cambio de variable. 


2) Sean D la región limitada por las parábolas y = z?,y = 227, y? = x,y? = 2xy 
f(x,y) = x°. Calcular ff, f(x, y) dedy. 


3) Graficar las siguientes regiones y describirlas en coordenadas polares. 


a) D = {(x,y) € R? : z? +y? <5} 

b) D = {(x,y) E R? :4 < £? +y? <9} 

d) D= {(x,y) E€ R: z? +y? <6, y <z, r< -—y} 
d D = ((x,y)y € R? : (x +1)? + (y - 3? < 4}. 

e D = {(x,y) € R? : 4z? + y? < 2; x,y > 0) 

f) D={(z,y) ER? : z? +y? <1, s+y>1} 
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4) Calcular f fp f(x, y) dady en los siguientes casos. 


a) D = ((z,y) ER? : £? +y? < 4), f(2,y) = (2? + y?)9/?. 


b) D el dominio acotado por las recta x + y = la+y = 4,4 — 2y = —1, 
a — 2y = 2y f(x,y) = (x — 2y) e. 


d) D= {(x,y) E R? : x? +y? <1, 2+y>1)y f(2,y) = 


1 
(x? + y2)3 


3.3. Cambio de variables en R? 


La idea del cambio de variables en 3 variables es la misma que en 2, por lo que solo se ex- 
pondrá a continuación el teorema y luego se analizarán ciertos ejemplos importantes. 


Teorema 3.3.1. Sean W y W* regiones elementales de IR? ysea T : W* —> W una función de clase 
C! e inyectiva (salvo, quizás sobre una superficie) tal que W = T(W*). Entonces, para cualquier 
f : R > R integrable 


n f(z, y) dedy = J f(s(u,o, ui), y(u,v,00))J(u, u, 10) dududw, (33) 
W w* 


con J(u, v, w), el Jacobiano del cambio de variables definido por 


J(u,v,w)—|det| $2 $9 92 ||. (3.3.2) 


Ejemplo 3.3.2. Coordenadas cilíndricas. Dado 
W = ((x,y,2) ER? : 2? +y?<1,0<2<2}, 


decidir si es una region acotada. De ser asi, calcular su volumen. 

En primera instancia se puede observar que la región es un cilindro circular de radio 1 con 
eje de simetria (0, 0, z) (del estilo a los ya graficados en el capítulo 2) y es una región acotada, 
dado que 0 < z < 2. Se sabe que 


Vel(W) - [I], Lay, 


pero calcular de modo directo esta integral triple puede ser algo engorroso. Se puede pensar 
lo siguiente: un cilindro macizo proyectado (es como "aplastado") en el plano xy es un disco, 
por lo cual las variables x e y pueden expresarse en coordenadas polares: 


x=rcosé 0O<r<1 
y-—rsenü * 0<0<27. 
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Con esto se logra expresar un disco unitario en el plano z = 0. Si se quieren considerar todos 
los discos unitarios desde 0 < z < 2, sería equivalente a expresar al cilindro en coordenadas 
polares. Como la variable z resulta independiente de x e y, queda determinada por sí misma. 
Se tiene entonces expresado al cilindro de la siguiente manera: 


x -—rcosÜ 0 <r<l 
y —rsen0 , 0 <0< 27 (3.3.3) 
2 =2 0 <z<2 


El cilindro queda así expresado en el espacio (1, 0, z) como un paralelepípedo (ver figura 3.6). 


Figura 3.5: Cilindro z? + y? < 1,0 <z < 2 


Esta forma de expresar una región del espacio en términos del radio, el ángulo y la altura es lo 
que se denomina coordenadas cilíndricas. Resulta sumamente útil para describir muchas regio- 
nes mixtas, como las del capítulo anterior y también para facilitar el cálculo de la integrales. 
Solo en el caso en quer, 0 y z se muevan entre valores constantes se tratará de un cilindro con 
eje de simetría en z. 


Para calcular el Vol(W) se puede hacer un cambio de variables a coordenadas cilíndricas, 
que queda expresado: 


voti = fff, vastis fff 1t azabar 
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Figura 3.6: Region en la gue se transforma el cilindro 
TA AA 


El Jacobiano J(r, 0, z) se debe calcular: 


$. ar Oe cos 0 send 0 
J(r,0,2) = ļdet 20 5 g = det | —rsen@ rcos0 0 
ge € x 0 0 1 
= |r cos? 6 + r sen? 6| = |r (cos? 8 + sen? 0)| = |r|. = r. 
—————— _ 
=j r>0 
(3.3.4) 
Entonces, 
1 p2m p2 
Vol(W) = "ni 1rdzd0dr x n J r dzdðdr 
Wx o Jo Jo 
1 27 u 1 27 
= f / Zo dear = | f 2r dūdr 
0 Jo 0 Jo 
U 1 
= F drr dr = 20, = 27. 
0 
Definición 3.3.3. Las coordenadas cilíndricas son 
x -—rcosÜ 
y =rsen( (3.3.5) 
zZz =2 
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y su Jacobiano es 
J(r,0,z) = r. (3.3.6) 


Por supuesto que, de acuerdo con cada región, podemos utilizar versiones de coordenadas 
cilíndricas modificadas de la anterior. Esto lo vemos en los siguientes ejemplos. 


Ejemplo 3.3.4. Expresar a W en coordenadas cilíndricas: 


W = ((x,y,2) €R*:(2—1)7 +y’ <4, -2<2<2,y<O}. 


Por lo estudiado en el capitulo anterior, (z — 1)? + y? < 4, —2 < x < 2esun cilindro 
acotado de radio 2 con eje de simetría (x, 0, 1), o sea, paralelo al eje x. La condición y < 0 
impone que W es la mitad de ese cilindro tal que y sea menor o igual que 0 (ver figura 3.7). 


Figura 3.7: Cilindro (z — 1? +y? < 4, -2x x € 2,y € 0 


Para este caso, el cambio de variables se hará sobre z — 1 y sobre y, dejando a x que es la 
variable independiente: 


y = r cos 0 0<r<2 
z—1 =rsend > z=rsend +1 , Z<d0<% 
T =g —2<7<2 


Queda así porque si se considera la proyección de este medio cilindro sobre el plano yz se tiene 
el medio disco de radio 2 con centro en el origen con y < 0, de modo que el ángulo 0 recorre 
medio arco, desde 5 hasta m, Esto también se puede deducir sin el gráfico: como y < Oy 
además, por el cambio de variables, y = r cos 0 se tiene que r cos 0 < 0. Teniendo además 
encuentaquer > 0 => r cos0 < 0,sededuce que esto ocurre si y solo si cos 0 < 0, con 0 < 
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0 < 21.Quedaque 5 < 0 < — (en el plano yz el eje de las abscisas es el correspondiente 
a la variable y, más aún teniendo en cuenta de que se expresó a y = r cos 0, ya que el coseno 
siempre aparece por convención a la primera coordenada del punto del plano). 


Aunque en este ejercicio no se pide el cálculo de ninguna integral, cabría preguntarse de 
qué forma sería el Jacobiano, en este caso: 


ge ou oe 0 cos 6 sen 0 
J(r,0,2) = ļdet 9 9 96 = |det |0 —rsen(0) rcos0 
d. z 
ge 2 S 1 0 0 


= |rcos*@+rsen? 0| = |r (cos? 0 + sen? 0) 
A 


=1 


sirs 7 
r20 


El Jacobiano no se vio modificado de la versión original, a pesar del cambio de eje de simetría 
y de que el cilindro estaba desplazado en 1 respecto de z. 

Esto se puede generalizar, es decir, si se considera cualquier cilindro circular el Jacobiano 
será siempre igual a r. Esto no se cumple justamente si se considera un cilindro elíptico. 


Ejemplo 3.3.5. Expresar W en coordenadas cilíndricas y calcular la integral f f fiy z? py? dxdydz, 
si W está definido por 


2 
W= (nu) ento esi 25254). 


La región W es un cilindro elíptico con el eje z como eje de simetría, radio mayor 2 en la di- 
rección z y radio menor 1 en la dirección y. Aquí no conviene plantear el cambio de variables a 
coordenadas cilíndricas que se vino haciendo, lo que conviene es plantear lo siguiente: 


5 =rcosd => x = 2rcosé 0 <r<l 
y =rsend , 0 <0<27 
d — —2 <z<4. 


i 2 2 " AA 
La idea es aprovechar que 7 = 5, = (2)? y tomar como variable a reemplazar en principio 


noa z sino a 5. El radio no es mayor a 1 porque el 2 que multiplica al cambio de variables de x 


se encarga de extender el radio máximo hasta 2. 
.z . 2 
Por otro lado, la función a integrar es f(x, y, z) = £ + y?, de modo que: 


(2r cos 0)? 
4 


Ar? cos? 0 
f (2r cos 0, r sen 0, z) = + (rsen 6)? = —— +r? sen? 0 


— r?(cos?0 -- sen?0) — r?. 
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El Jacobiano se verá modificado: 


Br Or or 2 cos Ü send 0 
J(r,0,z) = |det g 9 7 = [det | —2rsen@ rcos0 0 
d» Ox as 0 0 1 


= |2rcos? 0 + 2r sen? o| = |2r (cos?0 + sen? 0) 
AA A 


=1 


Por lo tanto, 


p 1 p2m p4 
// — +y*daxdydz = | J | r?2r dzdðdr 
w 4 o Jo J-2 


1 p2r 1 
= 2 | n r*(4 — (-2))d8dr = ns | r? dr 
0 Jo 0 


= 6nr*, = 67. 


De modo un poco más general, si se tiene un cilindro elíptico 


r? y 
W = 4 (m4, ER':S+S<1l,0b>0,0<2<dp, 
a? b 
el cambio de variables propuesto es 
Z = rcos — x = ar cos 0 0<r<1 
Z = rsen >y=brsen0 , 0<0<27 (3.3.7) 
z=z c € z € d, 
yelJacobiano será 
— ou < a cos 0 bsend 0 
J(r,0,z) = |det E 5 Us = |det | —arsen@ brcos0 0 
O o 
o 5 É 0 0 1 
= 2 29) — 2 2 
= [abr cos* 0 + abr sen o| = abr (cos*0 + sen*0) 
=1 
= |abr| =, abr 
=< 
abr>0 
J(r,0,2) = abr. (3.3.8) 


Ejemplo 3.3.6. Expresar el cono x? + y? < 22,0 < z < 1 en coordenadas cilíndricas. 
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Si se plantean las coordenadas cilindricas, 


x =rcosé 
y =rsend 
i 


Restaría definir los límites de las variables r, 0 y z. Para las dos primeras resulta muy útil ver la 
proyección del cono sobre el plano xy (recordar: proyectar es como "aplastar” conservando la 
forma). La misma es el disco unitario z? + y? < 1. De modo que se puede decir que el radio 
r y el ángulo 0 que provienen del cambio de coordenadas del plano xy al r están limitados 
igual que para describir ese disco unitario, es decir, 
0 
0 


r<1 
0 € 2m. 


INTA 
INTA 


Para ver los límites de z es útil proyectar el cono en el plano yz o xz (es lo mismo). Se puede 
ver que la región se ve como un triángulo invertido (ver figura 3.8). En el plano yz esa región 
triangular equivale a decir que z está limitado en la parte inferior por el borde del cono, mien- 
tras que en la superior lo hace el plano constante z = 1. Esto se puede escribir de la siguiente 


manera: 
Vr? +y € z <i. 
A Ge 
1 2 


Figura 3.8: Proyección del cono 1? + y? < z? enel plano yz 


La desigualdad 1 quiere decir que la región está “por arriba" del cono, en tanto, la desigual- 
dad 2 implica que que la región está "por debajo" del plano constante z — 1. Si se considera 
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además el cambio de variables ya planteado para x e y se tiene que: 


y(r cos0)? + (rsen0)? = Vr? =r <z € 1. 


Es decir, que z ya no varía entre dos constantes, o sea que la región de (r, 0, z) a la que se lleva 
la de (x, y, z) ya no será un paralelepípedo. Queda entonces, 


0 <r<1 
0 <0< 27 
p <z<l. 


Para realizar un trabajo análogo al expuesto en el ejemplo anterior, proponemos el siguien- 
te ejercicio. 


Ejercicio 3.3.7. Describir al paraboloide x? + y? < 2,0 < z € 4en coordenadas cilíndricas 


Ejemplo 3.3.8. Describir en coordenadas cilíndricas la siguiente región: 
W = ((x,y,2) ER: ty «2 <25-a°-y?,z>0}. 


Las desigualdades z? + y? < z?yz > Odescribena la parte positiva de un cono circular y 
su interior, en tanto 22 < 25 — a? — y? > a? 4 y? + 2? < 25 representa el interior de 
la media esfera de radio 5 y centro en el origen. La región W es entonces la intersección entre 
las dos regiones (interior del cono con esfera maciza), quedando una especie de cono con la 
“tapa” curvada (una versión de “cono de helado"), que se puede apreciar en la figura 3.9. Si se 
plantean las coordenadas cilíndricas 


X =rcosé 
y =rsend 
2 =; 


resta pensar los límites en los que se mueven r, 0 y z. Del ejemplo anterior, se puede establecer 
que r y 0 vayan entre dos constantes cada uno, dejando a z para que vaya entre dos funciones 
que dependen de las dos variables anteriores. Se sabe que r > 0, pero para determinar el 
límite superior de r hay que buscar la intersección entre las regiones frontera de estos sólidos 
(esfera y cono), como fue hecho en el capítulo anterior. 


E >242=25 
—— 


—z2 


ale 


Luego, como z > O queda 
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Figura 3.9: Región x? + y? < 2? < 25 — r? —?,2 > 0 


Figura 3.10: Proyección de la region z? + y? < 2? < 25 — x? — y?, z > Oen 
el plano yz 


Se puede observar claramente, tanto en el gráfico como en las desigualdades que la región 
tiene como “piso” al cono y como “techo” al casquete esférico (ver figura 3.10). Dicho de otro 
modo, la variable z va desde el cono hasta la esfera, 


Vr? +y? < z< V25— r? y? > Vr? € z « J/25 — r2, 


x=r cos 0, y=r sen 0 
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Finalmente, 


Las coordenadas cilíndricas resultan en muchos casos útiles y se puede expresar de esa ma- 
nera gran parte de las regiones que hemos visto. Lo que sucede es que, muchas veces, este tipo 
de coordenadas no facilita las cuentas en el momento de integrar con un cambio de variables. 
El siguiente es un buen ejemplo de ello. 


Ejemplo3.3.9. Dada f(x, y, z) = calcular f ffi. f dV, siendo W la esfera uni- 


1 
/x2 + y? 
taria con centro en el origen. 


Dicha región está determinada por la desigualdad x? + y? + 2? < 1, de modo que: 


2 <1- -y > v2 < V1- r? -y > |z|< Vl- a? — y? 


—V1-1x%-y <z< Vl- r? — y?. 


Y,viendoa z, entre dos funciones de z y de y (cada uno de los hemisferios), se puede plan- 
tear con coordenadas cilíndricas 


x =rcosé 
y =rsend 
2 =2 
con 
0 «qve 
0 <0< 29 


—V1-r? <z<Vl-r?. 


Para calcular la integral triple pedida, sabiendo que f(r cos 6, r sen 0, z) = l se tiene: 


27 V1—r2 
Il], fdV = / T. T 
vi=r2 T 
2T 27 
[f A Es dran = | [vē- (—\/1 — r2) drd8 


2T 1 
J n 24 1 — r? drd6. 
o Jo 


De este modo queda una integral que no es fácil de calcular. Esto evidencia las limitaciones 
concretas de las coordenadas cilíndricas para regiones de este estilo. Justamente, lo que las 
hace poco prácticas es que no seajustan bien a la región, ya que provienen de la interpretación 
de un cilindro, en el que el radio es una distancia que se mide desde un eje de simetría. 
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Si se piensa en otro tipo de coordenadas, teniendo en cuenta un radio p que se considere 
desde un Unico punto (el centro) y dos ángulos, uno en el plano xy (el famoso 0 de antes) y otro 
en el plano yz (llamado @), se puede armar el siguiente cambio de coordenadas: 


x = pcos@sen(¢) 
y =psen@sen(¢) 
z = pcos(%). 


Se hacen algunas aclaraciones: 


1. 6 aligual gue antes, mide la apertura desde el eje positivo de las x hasta el positivo de 
las y, por lo tanto su rango será 0 < 0 < 27 (ver figura 3.11a). 


2. ó,enanalogía con 6, mide la apertura desde el eje positivo de las z hasta el positivo de 
las y, pero su rango no será 0 < à < 27 pues el cambio de variables debe ser inyectivo, 
que no lo sería si se considera en ese rango a 9. Por lo tanto, O < * < m (ver figura 
3.11b). 


3. p mide la distancia desde cualquier punto al centro de la esfera, por lo tanto, p > 0 
siempre. Además, 


a? +y? +2% <1 (pcos0sen(ó))? + (psen0sen(ó))? + (pcos(9))? < 1 


p? (cos? 0 sen*($) + sen? 0 sen?(#) + cos?($)) < 1 
p? (sen? ($).(cos? 0 + sen? 0) + cos?(¢)) < 1 


=1 


p?(sen?($) + c0s?(¢)) < 1 


De modo que, pensando este cambio de variables, el mismo queda definido con: 


O<p<l 
0<0< 27 
OST. 


Esto muestra que la región W* de (p, 0, 9) es un paralelepípedo. 
Para calcular la integral pedida, se puede observar que 


f(x,y, z) = f(pcos6 sen(ó), psen 6 sen(6), pcos(ó)) 


1 
(\/p cos O sen(¢))? + (psen O sen(4))? 
U 1 u 1 = 1 
plsen?(ó) |psen($)| “—~  psen(¢) 


0<p<T,0<p 
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Figura 3.11: Rangos de medición de los ángulos 0 y 0 


(a) Rango de medición de 9 (b) Rango de medición de à 
y que 

dr Oy dz 
ee ge op 

J(p,0,ģ) = det 36 d 86 
Or Oy Oz 
09 09 $ 

cos 0 sen(Ģ) sen 0 sen(¢) cos(¢) 

= |det | —psen@sen(¢) pcos @sen(d) 0 


pcos@cos(¢) | psenOcos(ó) —psen(o) 
= | — cos(Q)p? (sen? 0 sen() cos(Q) + cos? 0 sen($)cos(Q)) — p? sen(¢) (cos? 0 sen? (¢) 
+sen76 sen? (Q))| 


= |p? [—cos?(¢) sen(¢) — sen*(6)]| 
= |= 1? sen(9)(cos*(6) + sen?(¢))| 
= |-p* sen(¢)| = p? sen(4). 


Entonces, 


1 27 T 1 2T T 
1 
fdv = 1 I / —  — p? sen(¢) dód0dp = | f li p dód6dp 
JII, o Jo o psen(ġ) 0 Jo 0 
1 
= ELLE 
0 
El ejemplo 3.3.9 motiva la siguiente definición. 


Definición 3.3.10. Las coordenadas esféricas son 


x = pcosé@sen(¢) 
y = psenÜsen(Q) (3.3.9) 


z = pcos(¢) 
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y su Jacobiano es 


J(p,0, 9) = p? sen((). (3.310) 


Con este cambio de variables se resolvería el problema que había aparecido en el ejemplo 
2.2.14. Queda para el lector la prueba de ello solicitada en el siguiente ejercicio. 


Ejercicio 3.3.11. Probar que el volumen de la esfera unitaria con centro en el origen es E uti- 
lizando: 

1. coordenadas cilíndricas, 

2. coordenadas esféricas. 


Ejemplo 3.3.12. Calcular el volumen de una esfera de radio a con centro en el origen: 
Para esto conviene definir a la esfera como 


W = ((x,y,2) € R? : z? +y +2 < a^. 
Se plantean coordenadas esféricas: 


x = pcosÜsen(ó) 
y =psen0sen(p) 


z = pcos(ó), 
con 
O<p<a 
0€ 80 «2n 
OSET. 
Por lo tanto, 


a 27 T 
Jl], e f f 1.p* sen(6) déd6dp 
0 0 
27 a 27 
|; Je —cos( (6t) dap = | J p2 düdp 
0 Jo 

a 3 

| An dae. 4n.r? 47.a 
0 3 


Ejemplo 3.3.13. Expresar W en coordenadas esféricas 


Vol(W) 


0 3 


W = {(2,y,2) ER? : b? <a? +y? +2 <a, z200«b«a]. 


En este caso se trata de la mitad de un anillo centrado en el origen, por lo que puede quedar 
expresado en las mismas coordenadas esféricas de antes, con 


= 
0 < 
0 < 


Tamara P Bottazzi 


Es importante notar que la restricción al hemisferio norte se la hace con la restricción en el 
rango de 9, ya que este mide cuánto se abre la región respecto del eje z > O hacia el eje y > 0. 
Esto se puede ver de modo más simple proyectando la región sobre el plano yz. Para que sea 
un anillo se considera una restricción sobre los límites que definen al radio p. 


Ejemplo 3.3.14. Expresar a W en coordenadas esféricas 
W = ((z,9,2) ER? :(z — zo)? + (y— yo)? + (2— 20)” < a7}. 


En este caso general, de una esfera con centro (zo, yo, zo) y radio a > 0, se pueden plantear 
coordenadas esféricas siguiendo la misma idea que para pensar en coordenadas cilíndricas 
con distintos ejes de simetría. La idea básica es, en lugar de realizar el cambio de variables en 
principio sobre x, y o z, hacerlo sobre x — Zo, y — YoY Z — Zo: 


2-2 = pcosO.sen(ó) > x = pcos0.sen($) + To 
Y—Yo = p.sen(.sen($) => y = p.sen(.sen(?) + yo 
z— zo = pcos(Q) > z = pcos(Q) + zo. 


Una vez hecho el desplazamiento del centro, los límites de la región (p, 0, 9) son los mismos 
que los de una esfera de radio a con centro en el origen: 


0<p<a, 
0 € 0 € 2m, 
<p sm, 


Hay que observar que en ninguno delos casos anteriores se ve modificado el Jacobiano, da- 
do quesetrata del mismo cambio de variables, aun en el último ejemplo, puesto que el cambio 
de variables se ve afectado solo por la suma de constantes, entonces las derivadas parciales 
serán las mismas que antes (queda paraa el lector probarlo). Esto, sin embargo, no siempre 
sucede, como en el caso que sigue. 


Ejemplo 3.3.15. Calcular el volumen de 


x — xo)? — yo)? z — 29)? 
w= [esa p.t ED LU i) zA = zip 


Este elipsoide puede describirse en coordanadas esféricas si se realiza lo siguiente: 

= = pcos@sen(¢) > x = apcos@sen(¢) + xo 
5 = psendsen(p) > y = bpsen 0 sen(p) + yo 
2—9 = pcos(d) > z = cpcos($) + zo 


Cc 


con 
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Dado que un elipsoide puede interpretarse como una esfera “estirada.*n alguna dirección. Con 
lo que hay que tener cuidado en el momento de considerar su Jacobiano. En efecto, 


Ox Oy dz 
Op Op Op 
J(p,0,) = |det | 3 9 šā 
a cos 0. sen(¢) bsen 0. sen($) c. cos(%) 
= |det | —apsen0.sen(ó) bpcos@.sen(¢) 0 
apcos0.cos($)  bpsen0.cos(p) -—c.psen(Q) 


Comoenla primera columna esta en cada lugar multiplicando a, así como en lasegunda lo está 
by en la tercera c, se puede utilizar la propiedad “det (aC |bC2|cC'3) = abc.det(C1|C>|C3)”, 
de modo que queda: 


cos 0 sen(¢) sen O sen($) cos(¢) 
= |abcdet | —psen@sen(d) pcos@sen(¢) 0 
pcos@cos(¢)  psenÓcos(ó) —psen(0) 


cos 0 sen(Ģ) sen 0. sen($) cos($) 
= |abc| (det | —psen0.sen($) pcos0.sen(p) 0 
pcos0.cos(ó) psen0.cos(d) —psen(%) 


=p? sen($) 


= abc p? sen(¢). 


1 ji T 1dV = f f ” / i 1 abcp”. sen($) dģdēdr 


1 p2m 1 
= uc] | P C- cosi) dēdr = abe | 4n.p? dr 
0 Jo 
4m 


Entonces, 


Vol(W) 


0 


bc—. 
abea 


Observemos que el volumen del elipsoide es el volumen de la esfera unitaria multiplicado 
por a bc que son los factores de estiramiento en las direcciones x, y y z. 

A continuación expondremos ejemplos de integrales sobre regiones mixtas o más genera- 
les del espacio en los quese verá la gran utilidad del método de integración mediante el cambio 
de variables. 


Ejemplo 3.3.16. Si W es el sólido descripto en el ejemplo 1.2.54, es decir 
W = ((z,y,2): 2? +y? +2? <1, 0? ry? +27 < dy}, 


calcular ff fj. x dV. 
En la figura1.86 del capítulo 1 se encuentra graficada esta región, que resulta ser la intersección 
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entre dos esferas de radio 1 con distinto centro. La región en ese ejemplo se describió como: 


; y 3 ; 
ya que la sombra en el plano xz correspondía a un disco de radio "HS centro en el origen. 


Si se quisiera pensar en un cambio de variables resulta que se tienen dos opciones: cilíndri- 
cas o esféricas. A pesar de tratarse de una región compuesta por esferas, el hecho de que estas 
tengan distintos centros hace que resulte difícil pensar en coordenadas esféricas, dado que no 
hay un punto fijo desde el cual tomar distancia y que esta se mueva entre dos constantes. Por 
lo tanto, se puede ver si se puede aplicar cambio de variables a coordenadas cilíndricas. Como 
la sombra se ha tomado en el plano xz tal vez convenga pensar en que el eje de simetría del 
cambio de variables sea z: 


x -—rcosÓ0 
y =y 
z =rsené. 


Con esto, resta decir los límites inferiores y superiores de las nuevas variables (r, 0, y), para 


describir a W 
3 


0 <r<4/— 
sils à 


<@< 27 


M <y<vl-r?, 


para lo cual solo se reemplazó a (x, y, 2) en la descripción original de W por el cambio de 
variables planteado. El Jacobiano sigue siendo J(r,0, y) = r, pues intercambiar columnas 
no cambia el determinante. Entonces, utilizando el teorema de cambio de variables: 


27 
"i “dV + | yo r cos 0.r dyd@dr 
Ww 1-V1-r2 


= n [| rese [vm vica dēdr 
0 0 
= [^ |7? (2/37 - 1) send] k dr = 0. 


Ejemplo 3.3.17. Calcular f ffi, f dzdydzsi f(x,y,z) = zy 


W=((2,y,2) ER? : £? +y? <2? <4-2?-y?,z>0}. 
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Por lo hecho en el ejemplo 1.2.55, la región es una especie de cono de helado (ver su gráfico en 
la figura 1.89), y se describe como 


Su sombra en el plano xy es un disco de radio \/2 con centro en el origen. Además el vértice del 
cono coincide con el centro de la esfera. Se puede entonces plantear un cambio de variables a 
coordenadas esféricas con centro en el origen: 


x =pcosésend 
y = psenÜsenó 
z -—pcosó, 
con 
0<p<2 
| 0<0< 2n. 


ya que lo último describiría bien lasombra en polares. Para verlos límites de @ hay queteneren 
cuenta que, desde el eje positivo de las z hay región hasta el ángulo 1/4 dado que es el ángulo 
determinado por la función módulo. Analíticamente, se ve porque si fijamos 0 = 7/2: 


z = |y| =y € pcosó = psen(m/2) send = cos ó = sen ó > ó UR 


4 
T 
JI fJ, Mī vēss asana 
dV = COS @ p* sen 
w f <= Jo Jo 0 P aged p 


TEV =J (p,0,ġ) 
2 27 
SAA 
0 0 


7 
2419-7 2 212 
2 
2 es y 4 
Ejemplo 3.3.18. Calcular ff |, 


Entonces 


4 Jo 


drdydz si 


1 
/ 3? + y? 
W = ((x,y,2)€R*: VIF << + y). 


Esta región corresponde a la del ejemplo 1.2.56, cuyo gráfico es el de la figura 1.91. Se trata de 
la región encerrada entre el cono y el paraboloide con 0 < z < 1. Una forma de calcular esa 
integral es plantear un cambio de variables a coordenadas cilíndricas, porque el paraboloide 
no suele describirse de modo simple por esféricas (queda para el lector pensar por qué ocurre 
esto). Como la región tiene como eje de simetría al eje z, entonces queda descripta 


x =r cos( 
y =r send 
zx oux 
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con 
0 <r<l 
0 «0x2 
VY rg +y? 
—— 
=r =p? 
Por lo tanto, 


1 1 27 r? 1 
—— drdydz | = / / / —.r dzd0dr 
ie Va? + y? = o Jo Jr T 
1 


pog T 
D 2n(r? — r) dr = 2n = i 
0 3 2], 6 


Ejemplo 3.3.19. Calcular el volumen del siguiente sólido 


W = ((x,y,2)eR*: Var FU S+,1S2S3). 


La desigualdad Vxr? + y? < z corresponde a lo que está por arriba del cono circular clásico 
con eje de simetría en z y vértice en el origen. Como 1 < z < 3,la figura corresponde a la de 
un cono truncado (ver figura 3.12). Hay dos formas de resolverlo, con distinta filosofía: 


1. Por medio de cambio de variables: si se piensa en las coordenadas cilíndricas, 


r =r cos( 
y =rsend 
Z mx 


, 


hay que tener mucho cuidado en la descripción de los límites de los parámetros y de 
cuál va en función de cuál. La forma más natural, que es que z dependa de r y de 0, en 
este caso nosirve, puesto que hay que separar en varias regiones para conseguir el limite 
inferior. Esto se debe a que si se mira la sombra de la región en el plano yz, setiene que 
el piso es el cono y el plano z = 1. De modo que hay que pensar a r en función de las 
otras variables. En ese caso, puede entenderse que, para cada z fijo, existe un radio r 
determinado por ese z. Entonces 


La última desigualdad sale del hecho de quer = Var? + y? < z, evaluando en el 
cambio de variables. Con esto, el volumen se calcula de la siguiente manera: 


3 27 z 
"ni 1dxdydz = I1 I rdrdódz 
w p 1 Jo Jo 
3 3 


ES 3 
| In dz =2n|| = zd 
1 2 3], 3 
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yen este caso hay que corroborar que el resultado sea positivo, dado que se está calcu- 
lando un volumen. 


2. La forma anterior parece simple, pero en el planteo está su dificultad, dado que en ge- 
neral se piensa z función de las otras variables y no al revés. Otra manera de encarar este 
ejemplo es pensando en la aditividad del volumen. Si se considera el cono W,, dado por 
Va? + y? € z,con0 < z < 3, se puede advertir que el cono truncado es una parte de 
él. Si se considera el cono más pequeño Wa, dado por Va? + y? < z,con0< z € 1, 
tenemos que: 

Vol(W1) = Vol(W) + Vol(W2), 


entonces 
Vol(W) = Vol(W1) — Vol(W2). 


¿Cuál es la facilidad de plantear esto? Reside en que calcular Vol (Wi ) o Vol(W5) es mu- 
cho más fácil, dado que son conos no truncados y se puede hacer con coordenadas cilín- 
dricas. La resta de esos dos volümenes (el del más grande menos el del más pequefio) 
debería dar 2 


Figura 3.12: Cono truncado descripto por /x? + y? «2,1 z € 3 


Ejemplo 3.3.20. Calcular el volumen de la región W, descripta como 


W-í(zwze€eR:z-y-2z4,122z). 
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Esta región corresponde a una porción de esfera truncada por un plano que no pasa por su cen- 
tro (ver figura 3.13). A pesar de que es una esfera, lo anterior sugiere que tal vez no sea conve- 
niente describirla mediante coordenadas esféricas, por lo cual se puede plantear lo siguiente: 


y =rcosé 
z =rsen( 
qu Xm 


Esto es porque el eje x es el eje de simetría de esta región. Además, six = 1 tenemos que 
1? +y? +2? € 4 > y? 4 2? < 3, lo cual dice que la sombra en el plano yz es un disco de 
centro (0, 0) y radio \/3. Con esto, queda que 


0 «r« V3 
0 <0< 27 
1 <a<V4-a27+y?. 
— 
=V4-rž 
Por lo tanto 
V3 27 V4—r2 
Vol(W) = II ldrdydz, = f n f r dxdðdr 
w <A Jo o Ji 
TCV 
V3 
2 |o 


v3 2 
= 21 | TV -r= 2| 5 (4 p»? 5 
0 
2 > 


4 
3.8] 5 
2 3 3- 


3.3.1. Práctica 


1) Graficar y describir en coordenadas cilíndricas o esféricas, segün sea conveniente. 


: £? +y? <4, -1<2<4, y>0) 


( ) 
b) D = {(x,y, z): £? +y? <2z,0<2z<4} 
9 D= {(z,y,z): 2? +2? <y’, 0<y<5) 
d) D = {(z,y, z) : £? +y? +2? € T, x,y,z > 0} 
e) D= ((z,y,z):1< 27 +y? +2" <10} 


2) Calcular el volumen de cada uno de los siguientes sólidos. 


a) Sólido limitado por la esfera x? +y? + 2? = 9 y contenido en el exterior del cono 


22 = g? + y. 
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Figura 3.13: W = ((z,y,z2) € R*: r? y? 22 < 4,1> x) 


b W ={(2,y,2) E R? : 2? +y? + 27 < 3,2 > 2). 
) W=((2,y,2)ER*:2<22+y%4>x>0). 


d) Sólido limitado por las superficies x = \/y? + 22 yx = y? + z?. 
e) Sólido definido por x? + y? + 2? < 25 ya? + y? > 9. 


3) Calcular las siguientes integrales triples. 
a) fff, ye???” dzdydz donde 
A={(z,y,2) ER? : a? +2? <4, 1<y< 5}. 
b) fff, x? +y? + 2 dadydz, donde 
A={(a,y,2z):2? +y? <3, -1<2<3). 


o) fff, Payee dxdydz, donde A = ((x,y,2):a € ||(x,y, z)]| < b}. 
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Curvas y superficies 


Capitulo 4 


Integrales sobre curvas 


4.1. Curvas parametrizables 


En este capítulo y en los siguientes trabajaremos con trayectorias o curvas, pero primero va- 
mos a definirlas, aunque sea de un modo elemental pero lógico. Una curva es una línea (no 
necesariamente recta) del plano o del espacio. Si toda la curva encuentra en un mismo plano, 
se dice que la curva es plana, por ejemplo, la curva (x, x?, 0) cuya imagen es una parábola se 
encuentra en el plano z — 0. 

En este libro trabajaremos con curvas paramétricas o curvas parametrizadas. 


Definición 4.1.1. Una curva parametrizada C del plano es un conjunto de R? que se puede represen- 
tar mediante una función derivable a trozos o : [a, b] + R?, talque Im(o) = C 


Para curvas del espacio se puede hacer una definición análoga. 


Ejemplo 4.1.2. La curva plana y = x? + 1 es una curva parametrizable, puesto que si se toma 
a y como dependiente de x, puede ser descripta por los siguientes puntos (x, £? + 1) con 
x € R. Se puede definir entonces una parametrización o : IR — R? para esta curva, dada por 
c(t) = (t,t? +1). La curva en cuestión es una parábola y es una curva paramétrica, su gráfico 
es el dela figura 4.1. 


Ejemplo 4.1.3. Decidir si el segmento de la recta y = x — 3, —1 < x < les parametrizable 
exhibiendo una parametrización. Decidir si existe otra parametrización distinta de la hallada 
del mismo segmento. 

Es el segmento de dicha recta que va entre los puntos (—1, —4) y (1, —2), esto sale de 
reemplazar x por —1 y 1 en cada caso. Pensando en el ejemplo anterior, se puede plantear que 
x = tyo(t) = (t,t — 3), pero en este caso o : [-1, 1] + R? dadoque-1 < r =t € 1, 
por lo tanto, la curva es parametrizable. 

Además se puede ver que: 


1) t= —1 > c(-1) = (-1, —4), que puede interpretarse como que a “tiempo” inicial 
seestáen (—1, —4). 
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Figura 4.1: Curva plana y = x? + 1 


2) t = 1 = o(1) = (1, —2), que puede interpretarse como que a “tiempo” final se está 
en (1,2). 


3) Si se considera el vector velocidad de la curva, dado poro'(t) = (1,1) Vt € [—1, 1], 
se tiene que apunta en la dirección desde (—1, —4) hasta (1, —2), además o’(t) = 
(1,1) z (0,0), lo cual implica que la velocidad nunca se anula y, por lo tanto, no se 
detiene en el recorrido de la curva. 


Estas tres observaciones permiten afirmar que la parametrización exhibida recorre la curva 
regularmente (sin detenerse ni retroceder) desde (—1, —4) hasta (1, —2). 

Este recorrido no siempre es igual, dado que, por ejemplo, si se considera el hecho de que 
la recta y = x — 3tiene dirección (1, 1), entonces se puede pensar en infinitas representa- 
ciones paramétricas con vectores directores múltiplos de (1, 1). Más aún, se puede pensar en 
un mültiplo del vector director y considerar sumarle otro punto de la recta distinto de (0, —3), 
quedando por ejemplo o; = (—t + 3, —t) (en este caso incluso se puede pensar en tomar 
como y = t)con2 < t < 4, ya que 


1) t = 2 > 01(2) = (1, —2), que puede interpretarse como que a “tiempo” inicial se 
está en (1, —2). 


2) t = 4 > 01(4) = (—1, —4), que puede interpretarse como que a “tiempo” final se 
está en (—1, —4). 


3) Si se considera el vector velocidad de la curva, dado por 0; (t) = (—1, —1) Vt € [2,4], 
se tiene que apunta en la dirección desde (1, —2) hasta (—1, —4), además o1 (t) = 
(1,1) 2 (0,0), lo cual implica que la velocidad nunca se anula y por lo tanto no se 
detiene en el recorrido de la curva. 
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Figura 4.2: Sentido del recorrido de c por la curva plana y = x — 3, 
—1<x<1 


Lo anterior permite decir que la parametrización c recorre a la curva desde (1, —2) hasta 
(—1, —4), justo de forma contraria a como lo hace c. Se dice que estas parametrizaciones tie- 
nen orientaciones opuestas. 


Figura 4.3: Sentido del recorrido de c; por la curva plana y = x — 3, 
—1<x<1 


Al sentido en el que una parametrización recorre una curva se lo llama orientación. 
En el ejemplo anterior, para afirmar cómo estaba recorriendo a la curva una parametriza- 
ción, resultó crucial el hecho de que la derivada dela parametrización no fuera nula, dado que 
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esto afirmaba que no había detenciones o retrocesos. Esta propiedad de la parametrización se 
denomina regularidad y a continuación la definimos de modo más general. 


Definición 4.1.4. Una función a : [a,b] + IR", n € N, se dice regular si o/ (t) £ (0,0) Vt € 
la, b]. 


A continuación se exponen dos casos especiales. 


Ejemplo 4.1.5. La parametrización de la curva y = x?, dada por a(t) = (t?,1*) noes regular 
ent = 0, dado que: 
a'(t) = (00 4^) > a' (0) = (0,0). 


Ejemplo 4.1.6. La curva C dada por el borde del rectángulo [a,b] x [c, d], a,b,c,d € R, 
a < b,c < des una curva que tiene cuatro vértices, es decir, es una curva partida. Si bien, se 
sabe que los picos o vértices traen muchas veces problemas de derivabilidad y de regularidad, 
en este caso no trae mayores inconvenientes. Esto es porque C es una curva que resulta de la 
unión de segmentos de las rectas r = a,x = b,y = cey = d,que son, cada una de ellas 
curvas regulares (puesto que poseen parametrizaciones regulares, como las vistas en ejemplos 
anteriores). En este caso, se dice que C es regular a trozos. 


Figura 4.4: Curva dada por el borde del rectángulo |a, 5| x [c, d], 
a,bcdeRa<bc<d 


El ejemplo anterior motiva la siguiente definición. 


Definición 4.1.7. Una parametrización o curva a : [a,b] — R que es unión de parametrizaciones 
regulares se dice regular a trozos. 
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Figura 4.5: Curva regular a trozos 


Otra definición interesante es la siguiente. 


Definición 4.1.8. Una curva C parametrizada se dice simple si, dada c : [a,b] + IR", n = 2,3, 
una parametrización de C, se tiene que 


olx) £ c(x') Vx, x' € (a,b). 


Esto afirma que una curva simple es inyectiva e incluye al caso en el que o (a) = a (b), es decir que sea 
inyectiva salvo, a lo sumo, en el borde. Es una curva que no se cruza a sí misma. 


Figura 4.6: Curva simple 


Figura 4.7: Curva no simple 
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Otra definición que será de mucha utilidad para nombrar a ciertas curvas es la siguiente. 


Definición 4.1.9. Una curva C parametrizada se dice cerrada si, dada o. : [a,b] + R”, n = 2,3, 
una parametrización de C, se tiene que o (a) = a(b). 


Figura 4.8: Curva cerrada 


Figura 4.9: Curva no cerrada 


Algo fundamental es asumir que, dada una curva, existen infinitas parametrizaciones (no 
necesariamente regulares). No obstante, solo existen dos orientaciones posibles. Cabe pre- 
guntarse si, dada una curva, existe alguna manera de hallar dos parametrizaciones que la orien- 
ten de manera distinta. Se puede analizar el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 4.1.10. Dada la curva C, intersección del cilindro z = sen(x),0 < x < m con el 
plano z + y + z = 1. Hallar dos parametrizaciones que la orienten de manera distinta. 
La curva en cuestión es la unión de aquellos puntos del espacio que verifican: 
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1) (x,y,z) = (x,y, sen(z)), 
2) (x, y, z) = (x, 1 —£-—z,z), 
entonces, y = 1 — x — z , z = sen(x) > (z,1— x — sen(x), sen(x)). 


Figura 4.10: Curva intersección del cilindro z = sen(x) y el plano 
e+y+z=10<a2<7 


a) Six = 0 > (0,1 — 0— sen0, send) = (0, 1,0). 

b) Sia =a > (m,l—m- senn, senn) = (7,1— 7,0). 
Six = t queda definida una parametrización de C a(t) = (t,1 — t — sent, sent) con 
0 < t< r, tal que 

a) Sit = 0 > (0,1 — 0 — sen 0, sen 0) = (0, 1, 0). 

b) Sit =r => (m,l—m-— senn, sent) = (7,1 — 7,0). 

c) c'(t) = + — cost, cost) £ (0, 0, 0). 


Esto dice que se trata de una parametrización regular que recorre a C desde (0, 1, 0) hasta 
(7,1— 7,0). 

Para hallar una parametrización regular que recorra en sentido contrario a C se puede 
pensar lo siguiente: se quiere pensar en una parametrización ap : [c, d] + R? tal que 


Si se considera a Cop(t) = a(r — 0 — t) = (n —t, 1 — (m — t) — sen(m — t), sen(r — t)) 
setiene que: 


Soy (0) —o(r—0)— or = (1,1— 7,0) 
Copt) =o(n— m) = o(0) = (0,0,0) 
Go (t) =(—1,1+ cos(m — t), — cos(r — t)) £ (0,0,0) 
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De este modo, se halló una parametrización Fopuesta regular que recorre en sentido inverso a 
C, es decir, que invierte la orientación dada por c. 


Este método sencillo para hallar, dada una parametrización, otra que invierta la orienta- 
ción de la primera puede generalizarse de la siguiente manera. 


Observación 4.1.11. Dada una parametrización regular de una curva C, dada por g : [a,b] > 
R”,n = 2, 3, otra parametrización de C es 


Oop(t) = a(a 4- b — t). 


Esta c, es una parametrización que invierte la orientación deo y además es regular, dado que 
a loera. 


Esta característica de conservar la regularidad se relaciona con que O opuesta no es más que 
tomar a la parametrización original c y componerla con una función lineal a : [a,b] > R, 
a(t) = b + a — t. Entonces, 


olt) = (mon () = laH 


por regla de la cadena 
o'(a(t)) Z Oya'(t) = —1 4 0 Yt € R, por lo tanto, 
ot p(t) = (000) (t) = o'(a(t))a’(t) £0. 


No es la única forma de conseguir una parametrización que invierta la orientación. De aquí en 
adelante, se trabajará casi siempre con parametrizaciones regulares. 


Ejemplo 4.1.12. Hallar una parametrización para cada una de las siguientes curvas. 


1) C C R? dada por x? + y? = 4, 


2) C C R? dada por 4z? + (y — 1)? = 4,2 = 1. 


1) Enel primer caso C se trata de una circunferencia en el plano real con centro en el (0, 0) 
y de radio 2. Sabiendo que cos?t + sen?t = 1, si se multiplica esta igualdad a ambos 
lados por 4 se tiene: 


4cos? t + Asen? t = 4 > (2cost)? + (2sent)? = 2? 
(x,y) = (2cost,2sent) = a(t). 


Lo que falta ver es el rango en el que se mueve f, ya que sit € R resulta entonces que 
se recorre a la circunferencia pero 0 no resulta una parametrización inyectiva. Entonces 
0 € t € 2n. Algo para tener en cuenta es el hecho de que e" (t) = (—2sen t, 2 cost), 
de modo que: 

o'(0) -—c'(v)-— (0,2) 

o'(5) =(-2,0) 

o) =(2,0). 
Esto posiciona a los vectores velocidad en los puntos (2, 0), (0, 2) (—2, 0) y (0, —2) in- 
dicando que la curva es recorrida en ese orden (ver figura 4.11). 
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2) C C R? dada por 4z? + (y — 1)? 
expresión por 4 queda 


4,z = lesunaelipse, ya que si se divide a la 


— 19 
Qai or den. 


4 
Esta ecuación describe a una elipse con centro en (0, 1, 1), radio máximo b = 2 en la 
dirección y y radio mínimo a — 1 en la dirección x. A pesar deser una curva en el espa- 
cio, la misma es plana, dado que toda se halla en el plano z — 1. Una parametrización 
puede ser: 
o1(t) = (cost,2sent + 1,1), 0 € t € 27, 


dado que se puede hacer la siguiente sustitución: 


x — cost 
9l = sent > y = 2sent +1 
z zu 


Figura 4.11: Curva plana z? + y? = 4 y vectores velocidad 


vit) Ni 


Una observación de estas dos curvas es que ambas son cerradas ya que: 


cl asas 
1 c(2*) = ur sen(27),0) = (1,0,0) j SAMA 

01(0) = (cos0,2sen(0) + 1,0) = (1,1,0) l 
2 2m) E 2een(2n) 41,0) = (1,1,0) \ ra Galan) 


y ademas las parametrizaciones sugeridas resultan ser regulares, lo cual puede probar el 
lector. 
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Figura 4.12: Curva en el espacio 41? + (y — 1) —4,2—1 


4.2. Longitud de arco 


¿Cuál es la longitud de una curva o trayectoria C? Si la curva C es parametrizable por una 
función c (t), sabemos que c' (t) es el vector velocidad de dicha parametrización. Por otro lado, 
se sabe también mediante la física clásica newtoniana, sabemos que la distancia recorrida por 
una partícula puntual en un lapso de tiempo [a, b] se calcula a partir de integrar a la rapidez, 
que es el módulo de la velocidad (tasa de cambio de la posición respecto del tiempo), es decir 


b 
Distancia = f |v(t)| dt. 
a 


Por lo tanto, la distancia o longitud de recorrido de una partícula que se mueve a lo largo de la 


curva C debe ser: m 
[ielās 


Lo anterior motiva la siguiente definición. 


Definición 4.2.1. Seac : [a,b] + IR" una trayectoria C" a trozos, tal que 


a(t) = (e1(t), o»(t), ..., on (t)). 


Su longitud se define como 


b b 
kif lic (£)]| a= | V (0502 + (05(0)? + —. + (oh (0)? dt, (4.2.1) 


siendo ds el diferencial de arco, ds = y (o1 (t))? + (d%(t))* +... + (o7, (0))?. 


Esta definición resulta consistente por el siguiente razonamiento: si se supone quen = 3, 
entonces, o (t) = (a1(t), 02(t), os(t)), t € [a, b] y se puede probar mediante el método de 
aproximaciones poligonales, que básicamente se trata de aproximar a la curva por una poligo- 
nal (unión de segmentos) de segmentos, haciendo tender la cantidad de segmentos a infinito 
(y, por ende, el tamafio de los mismos, a 0). 

Se parte el intervalo [a, b] en m subintervalos de igual longitud: 


Q — ig € l4 « x tm b, 
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Figura 4.13: Aproximación de la curva por poligonales 


b= 
long(At;) = At; = titi = tá = Em > 0, vi = 0, T, + M — 1 
n 
y se considera entonces la poligonal obtenida al unir pares de sucesivos de puntos c (t;), 
O(t;+1) para 0 < i < m — 1. Además, se tiene que: 
d(o(ti+1),o(t:)) = llo(ti+1) — oti) || 


= y (01(ti41) — o1(ts))? + (02(ti41) — 02(ti))? + (os(ti+1) — o3(t;))?. 


Por teorema del valor medio (TVM) de Lagrange: 


01(ti+1) — 01(t;) 


At, =01 (1) > di(ti+1)— o1(ti) = o1 (m)-Ati, mi € (ti, tiui) 
TU ot _ o5(€i) > d2(ti+1) — e»(ti) = 05(6:).Ati, & € (ti, tiui) 
a gslti) -—05(6) = dalt:+1) = es(5) = eS(6). AG, Či € (ti; ti+1)- 


Esto permite decir que la longitud del segmento que une a o (1;) con 0 (1; ,4) es 


Ilo(ti) — a(tiH1)|| = "OO + (07(€,))? + (o$(6))* At; 


Se define la siguiente suma 
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que se puede observar que se trata de una suma de Riemann. Cuando m — oo, la poligonal 
aproxima mejora la curva C y, por lo tanto: 


long(C) = lim Sm. 


m-—00 


Esta igualdad vale, por supuesto, en el caso de que este límite exista. Pero como o1, 05 y o5 son 
continuas en [a, b], pues o es C+}, resulta que existe lím,,, + y entonces: 


long(C) = lim Sim = lím 3 V ot)? + (06)? + + (03(Gi))? Ati, 


m-—>00 moo + 
40 


b 
amar AA. 


Ejemplo 4.2.2. Calcular la longitud de la circunferencia unitaria en el plano xy con centro en 
el origen. 

Lo primero que se requiere para calcular la longitud con la definición anterior es una pa- 
rametrización C' de la circunferencia. En este caso ya se había hallado una parametrización 
previamente, a(t) = (cost, sent), t € [0, 2]. Sic" (t) = (— sent, cost), entonces 


| 


27 27 
long(C) — v/(— sent)? + cos? t dt = / 1 dt = tlo” = 27. 
0 —— 0 
=1 
Esta longitud coincide con la fórmula de perímetro, perimetro = 27.radio, aplicada a la 
circunferencia en cuestión. 


Ejemplo 4.2.3. Calcular la longitud de la elipse z +y2=1,z2=1. 

En este caso se trata de una elipse plana en el espacio. Una parametrización puede ser 
B(t) = (2cost,sint, 1), 0 € t € 2r, de modo que 8'(t) = (—2sent, cost, 0). Por lo 
tanto, la iie será 


27 
long(C) — EN —2sent)? + (cost)? + (0)? dt = y 4. sen? t + cos? t dt. 


0 0 


Esta integral, denominada elíptica, no tiene una primitiva conocida, por lo tanto, no se puede 
calcular explícitamente. Queda planteada hasta aquí solamente. 


Una pregunta que sería muy importante hacernos (y responderla más aún) essi la longitud 
de la curva depende de la orientación elegida. Para ver esto, podemos suponer que se tiene una 
parametrización a : [a,b] + R” y su parametrización opuesta o; |a, b] + R”, definida por 
Qop(t) = aol(t), conl(t) = b + a — t. Entonces: 


b b b b 
f lest SOON J erectae f erae a. 


u  —l(t) > l(a) =b+a—a=b,l(b)) =b+a—b=b 
du =I'(t)dt > du = —dt 
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la expresión queda 


a b 
n - lo ()]| du = I llo/(u)]] du = long(C). 


De modo que la respuesta es que no depende de la orientación elegida. 

Otra pregunta un poco más difícil de justificar su respuesta es si la definición de longitud 
de arco depende de la parametrización que se haya elegido para integrar. De ser positiva la 
respuesta, dicha definición no sería consistente. Sin embargo, la respuesta es que no depende 
de la parametrización, aunque la buena definición será probada más adelante. 


4.2.1. Práctica 


Calcular la longitud de cada una de las siguientes curvas. 
1) Celarco de parábola de ecuación y = x? entre los puntos (—1, 1) y (2, 4). 
2) C la circunferencia de radio 3 con centro en (—1, 2). 


3) C el segmento de R? que une (2, 3, — 1) con (3, 2, 1). 


2 


4) C c R? laintersección de y = x^ con g + z = 2enel primer octante. 


4.3. Integrales de trayectoria 


Con la misma idea anterior, en este apartado pretendemos definir y extender el concepto 
de integrales sobre curvas o trayectorias. En el caso anterior, lo presentamos solamente para 
la función f(x1,x2,...,x2) = 1, en tanto que ahora lo definiremos para cualquier función 
f: ACR” 4 R integrable. 

La curva sobre la que se integra se denomina camino de integración y las integrales a definir 
en esta y en la sección siguiente se utilizan para estudiar conceptos físicos como el trabajo, la 
masa lineal, la energía potencial, el flujo de calor, la circulación de un fluido, entre otros. 


Definición 4.3.1. Una aplicación f : A CR” > R se dice que es un campo escalar (0 simplemente 
función escalar) 


Ejemplos de campos escalares son: 
1) f : R? >R, f(x,y, 2) = x°; 
2) f :R? > R, f(z, y) = x y. 


Definición 4.3.2. La integral de una función escalar f (£1, x2,..., £n), n € Na lo largo de la tra- 
yectoria C está definida si existe o : [a,b] > R”, a(t) = (o1(t), _- On (t)), que sea una 
parametrizacion C1 y la función compuesta f (c(t)) = f(d1(t),02(t),.. a )) es continua en 
la, b]. Sedefine entonces a la integral de f sobre la trayectoria C como 


[sa= [n FOW). (6| dt = f row ),02(8), ..., ox (£)). lo (DI dt. 4.3. 
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Esta definición está motivada por el siguiente razonamiento: se supone n = 3 y el caso 
general se puede pensar de modo análogo. Si se subdivide el intervalo [a, b] con una partición 
a = tg < tq <... < tm = bse produce una descomposición de C en trayectorias C, 
i = 0,1,...,m — len [t;, t; 1]. En el apartado anterior demostramos que la longitud de arco 
de una curva es la integral de trayectoria sobre esa curva de la función f = 1, es decir, para 
cada Ci: 

ti+1 
As | IEO dt, 0 € à € m — 1. 
ti 
A medida que m se hace más grande, As; se aproxima a 0, pueslong(C;) > Oy f es aproxi- 
madamente constante para todo (1, y, z) € Ci. Se considera 


m-—1 
Sm = 25 fi, Yi, zi)-Asi, 
i=0 
entonces, 
m-—1 
m Sm = m 3 Jti Yi, %) As 
= 
m-—1 
= tim 2; Ff (xi, yi zi). lle G2) Ate, ti € (ti,t:+1) 


TVM i=0 
b 
= / KIEO d= f. fas 


Ejemplo4.3.3. Dadas f : R? + R, f(x,y,z) = x+y, C la curva definida por la intersección 
de los planos y = 1,1 + y+ z = lenel primer octante. Calcular Je fds. 

Para poder calcular esta integral de trayectoria se debe hallar una parametrización regular 
de C. Si 


y = T j B _ 
atytz E ra+z=1>2=1-2 > (v,x,1— 22). 


Por lo tanto, se define o : [a, b] + R*,ad(t) = (t,t,1 — 2t). Como la curva está en el primer 
octante, es decir x,y,z > 0,sededucequet > 0y1—2t > 0 > i > t, de modo que 


[a,b] = [0, 5]. Luego, 


Jos 


| f(t, t, 1 — 2). 11,1, -2)] at f’ 2t.VĪ +1 + Ādi 
0 —v—— 0 


ICAO 


1 3 
| 2.V6.t.dt = V6t? 


2 
0 0 4 


v6 


Caso 4.3.4. Si C es una curva plana parametrizada por a : [a,b] > IR2,0sea Im(o) C R?, y 
f(x,y) > 0, la integral de trayectoria de f a lo largo de C es 


b 
] te f fente a 
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y puede interpretarse como el área de una pared de base C y altura f(x, y) 


Ejemplo 4.3.5. Calcular el área de la porción de cilindro z? + (y — 2)? = 4 que se encuentra 
por debajo del paraboloide x? + y? = z. 

El área que hay que calcular es la de la región de la figura 4.14. La misma tiene como "piso" 
ala circunferencia plana C, definida por x? + (y — 2)? = 4. Considerando que el paraboloide 
impone la restricción x? + y? = z > 0, se puede definir la función "techo" z = f(x, y) = 
x? + y?. De este modo, el área a calcular queda definida por la siguiente integral: 


Área = f fds 
C 


Si se considera g : [0,27] > C, a(t) = (2cost, 2sent + 2), parametrización de la curva 
C,setiene: 


27 
ARE E [ fds= f(2cost, 2sent +2). le (£)|| dt 
c 0 


27 
| 4,2dt = 8t[j" = 167. 
0 


Figura 4.14: Porción de cilindro z? + (y — 2)? = 4 que se encuentra por 
debajo del paraboloide x? + y? = z 


4.3.1. Propiedades de las integrales de trayectoria 


Sean f y g funciones escalares, entonces se cumplen las siguientes propiedades 
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1) Linealidad: 


Jasibods-af fisse | g ds, 
C C C 


Va,b € R. 


Demostración. Aplicando la deducción hecha para la definición a la función a. f + b.g 
utilizando la partición del intervalo [c, d] en el que se describe una parametrización de 


C: 


m-—1 
Sm = > (a.f + b.g) (xi, Yi, zi) Asi 
i=0 
m-—1 
= x [a-f (i, yi, zi) + b-g(£i, Yi, zi)] Asi 
i=0 
m-—1 m-—1 
= 4. 5 f (zi, Yi, Zi)-A Si + b. X g(zi, Yi, zi)-Asi. 
i=0 i=0 


Entonces, 


m-—1 m—1 
lim Sy = lim |. 5 f (zi, Yi, zi).Asi + b. S af (£i, Yi, Zi) AS; 


m-—>00 m—oo 
i=0 1=0 


Por propiedad de suma de limites 


+b 


m-—1 
= a | „Jim 9^ Fi yi za) Asi 
i=0 


Ww JE Xn Fi yi zi) lle (tī)| an 


m-—1 
m 5 g(Ti, Yi, 79 


i=0 


m-—00 


+b 


m-—1 
Lim Y glen us s) lle DI s yt] € (litis) 


1=0 
d 
f Deo d 


+b 


d 
a | f FCA ICO dt 


TAS 
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2) Aditividad respecto del camino: 


/ f ds = fds + fds 
C Ci Cs 
si 
C=C,UC, 
es curva regular a trozos (C1 y C2 regulares no “encimadas”). 


Demostración. Si C = C1 U C? tal que Cj : [a,b] + R” y C2 : [c,d] > R” se hacen 
particiones de los intervalos [a, b] y [c, d]. Luego se aplica la definición. 


Ejemplo 4.3.6. Sea C la curva plana (en IR?) dada por la unión de las curvas y = e y = z?, 


siempre con O < x < 1. Calcular Ja ads. 

En este caso se trata de una curva cerrada y regular a trozos, ya que esta compuesta por un 
segmento (y = 2) y por una parábola (y = x”), ambas curvas regulares (ver gráfico en el 
plano en la figura 4.15). Por la propiedad de aditividad respecto del camino tenemos que 


n vds+ | ads. 
[ej C1 C2 


Entonces basta con calcular cada integral y luego sumar. Para ello hay gue parametrizar a C1 


Figura 4.15: C dada por la unión de las curvas y = xey = x*,con0 < x < 1 


y C2: 
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1) C1:separametriza con 01 (t) = (t,t),con0 < t < 1y llo, (t)| = ||(1,1)]| = v2. 
Entonces i 
1 
2 2 
/ vds= | t./2dt = v2 yo _v2 
C1 0 2 0 2 
2) Ca: se parametriza con d2(t) = (t,t2),con0 < t < 1yll5(0 = ||(1,2¢)|| = 


V1 + 4t?. Entonces 


1 
/ rds= | Waapa S s (1447) 
C1 0 


1 58/21 


o 12 


Finalmente, 
2 53⁄2—1 
n g. 
G 


2 12 


4.3.2. Práctica 
Calcular las integrales de línea Je fds en los casos. 
1) f(x,y) = x + 3y, C la curva imagen de a(t) = (t — 1,3t + 2), -2 € t € I. 
2) f(x,y, z) = y, C la curva imagen de a(t) = (2 cost, t, 2sen t), 0 € t < 27. 


3) f(x,y,z) = zzz C la curva imagen de a(t) = (cost, sent, t), 0 € t < m. 


4.4. Integrales de línea 

En esta sección trabajaremos con integrales de funciones vectoriales sobre curvas. 
Definición 4.4.1. Una función F : A C R” + R” tal que 

F(T) = F(zi,22,...,24) = (Fi(®), Fo(z), -aE mT) 

se denomina campo vectorial. 

Ejemplos de campos vectoriales son: 

D F(z,y,z) = ((z y)”, e, y), f : R > RI, 

2) F(x,y,2z) = (z + In(z? + 1), sen(y)), f : R? 2 R?. 


Si F es un campo de fuerza en el espacio (campo vectorial de IR?), entonces una partícu- 
la en el espacio puede verse afectada por esa fuerza F. Podemos suponer que la partícula se 
mueve a lo largo de la imagen de una trayectoria C mientras sobre sobre ella actúa dicha fuer- 
za F. Si C es una linea recta y F es constante, entonces el trabajo realizado por F al mover a 
la partícula a lo largo de esa trayectoria es wp = F.d, siendo d el vector desplazamiento. Si 
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la trayectoria es una curva cualquiera, podemos pensar que está formada por una sucesión de 
desplazamientos rectos infinitesimales: 


n—1 n—1 


wp = lim M. F(c(t;)).As; = lim Dd F(c(t;)).c (t). Ati, 


oo n—oo 4 
1=0 


n> 
i=0 
b 
= f F(c(t)).c (t) dt. 
a 
Con esto se puede introducir la siguiente definición. 


Definición 4.4.2. Sea C una curva parametrizada por una función c : |a, b] — R” regular a trozos 
ysea F : IR" — IR" un campo vectorial definido y continuo sobre C. La integral de línea de F a lo 
largo de C se representa y define por 


b 
f F.ds = / F(c(t)).c' (t) dt. (4.4.1) 
C a 
De la definición anterior conviene resaltar el hecho de que, en principio, esta integral de- 
pende de: 
1) la función vectorial F, 
2) el camino o trayectoria C. 
Notación 4.4.3. EnR3, si F(x, y, z) = (Fi (x,y, 2), Fo(2, y, 2), F(x, y, 2)) y C es una curva 
tal que C(t) = (x(t), y(t), z(t)), entonces 


J Fas= | mars PF5dy + F3 dz. 
C C 


4.4.1. Propiedades de las integrales de línea 


Las integrales de línea tienen las mismas propiedades que las de trayectoria, que no pro- 
baremos, dado que sus demostraciones son muy similares a las realizadas en el apartado an- 
terior. 

Sean F y G campos vectoriales, entonces se cumplen las siguientes propiedades 


1) Linealidad: 


J «rsen -a] Fasso | G ds, 
C C C 


Va,b E R 


2) Aditividad respecto del camino: 
/ Fds= Fds+ F ds 
C C1 C2 


si C = C, U Coes curva regular a trozos (C1 y C» regulares). 
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Se puede analizar el comportamiento de las integrales de línea al efectuar un cambio de 
parámetros: sea a, una parametrización continua en [a, b] de una curva C, y u : [c,d] + [a,b] 
derivable tal que u’ 4 0, Vt € [c,d]. Se define otra parametrización 6 : [c,d] > Im(a) 
como f(t) = a(u(t)). Esta es una forma de generalizar lo hecho anteriormente respecto de 
reparametrizar (0 y Cop = c (u(t)), con u(t) = b +a — t). 

Se dice que 8 y a son trayectorias equivalentes, ya que recorren el mismo camino y u es la 
función “cambio de parámetro”, 8 es una reparametrización de la curva C. 

Una observación importante es la siguiente. 


Observación 4.4.4. Sea C una curva tal que a : [a,b] > C es una parametrización de ella. 
Seau : |c, d] + |a, b] derivable, tal que u’ 4 0, Vt € [c, d]. Se considera otra parametrización 
B : [c,d] + Im(o) definida como B(t) = a(u(t)). Entonces, 


1) Siu’ > 0,entonces wes creciente y ay 8 recorren a C con la misma orientación (afa) = 
B(c)y a(b) = B(d)). 
2) Siu’ < 0, entonces u es decreciente y a y 8 recorren a C con orientaciones opuestas 


(ala) = B(d)y a(b) = B(c)). 


En la primera condición, se dice que D preserva la orientación de a, mientras que en la 
segunda £ la invierte (esto sucede cuando u(t) = a + b — t, pues u/(t) = —1 < Osiempre, 
que es el caso de reparametrización visto con anterioridad). 

Si bien anteriormente mencionamos que las integrales de línea dependían de la parame- 
trización elegida para la curva C, este teorema mostrará que solo dependen en cuanto al signo, 
noal módulo, y que esto está directamente relacionado con la preservación o la inversión de la 
orientación. 


Teorema 4.4.5. Sea C una curva de R? o R? y a y 8 dos parametrizaciones de C regulares a trozos. 


Entonces, 
nz F.dB (4.4.2) 
€ C 


siambas recorren a C con la misma orientación y 


de F.da = — / F.d8 (4.4.3) 
C C 


si recorren a C con distinta orientación. 


Demostración. Dadas a y 8 parametrizaciones regulares de C con las hipótesis del teorema, 
se cumple por regla de la cadena que: 


B(t) = a(u(t)) > B'(t) = a'(ult))u' (t). 
Entonces, 
d 


d 
ELE F(8(t)).8'(t) dt = F(8(t)).o' (u(t)).w (t) dt. 


c 
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Si se hace la siguiente sustitución 


Se tienen dos casos: 


a Siu’ >0 => ula) E \ > f? F(a(v)).a'(v) du = fo F.da, 


a Siu’ <0 > 
— Ío F.da. 


zi j > J, F(a(v)).o/(v) dv = -f F(a(v)).a' (v) dv = 


Para el caso C regular a trozos, la idea es parametrizar cada pedazo y hacer lo anterior en cada 
uno. 


Ejemplo 4.4.6. Calcular Jo F.ds, siendo F (x,y,z) = (—y, 2, 0), C la curva definida por la 
intersección del cilindro z? + y? = 4con el plano y + z = 2, recorrida en sentido antihorario 
vista desde el origen. 

La curva en cuestión es una elipse, ya que se corta a un cilindro circular vertical con un plano 
no vertical. Una parametrización posible es la siguiente: 


x(t) =2cost 


a(t) = (a(t), y(t), z(t)), < y(t) = 2sent , t € [0,27]. 
z(t) —2—y =>2=2- 2sent 


Además, es una parametrizacion regular, ya que no existe t € [0, 27] tal que 
o’(t) = (—2sent, 2 cos t, —2 cos t) = (0, 0, 0). 


Antes de calcular la integral hay que ver sic preserva la orientación de la curva (que ya vino 
explicitada): 


c(0) =(2,0,2) 
o(5) =(0,2,0) 
o(r) =(-2,0,2) 
a'(0) =(0,2,-2) 
(5) = (—2, 0, 0) 
o'(n) = (0,—2,2). 


Esto sugiere que la curva es recorrida por c en sentido de las agujas del reloj, vista desde el 
origen. De modo que g invierte la orientación de C', entonces, se tienen dos opciones: se busca 
otra parametrización que preserve la orientación de C (no es difícil, ya que se puede calcular 
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Figura 4.16: Curva intersección del cilindro x? + y? = 4 con el plano 
y+z=2 


COMO Cop, pero es un poco extenso) o se calcula con g utilizando el teorema anterior: 


f Fds = - |” FOO) Od 
C 0 


= — F(2cost,2sent,2 — 2sent).(—2sent,2cost, —2 cost) dt 
0 


2T 
= -f (—2sen t, 2 cos t, 0).(—2 sen t, 2 cos t, —2 cost) dt 
0 


27 27 
= -f 4sen” t + 4 cos? t dt = -f 4dt = —44|[7" = —8n. 
0 0 


Ejemplo 4.4.7. Sea C la curva en el primer octante (x > 0, y > 0,z > 0) dada por las con- 
diciones z = cosyex + y = 2.Si F(x,y,2) = (—y,2, z), calcular Jo F.ds si C está 
orientada de izquierda a derecha observada desde el semieje positivo de las x. La condición 
z = cos y corresponde a una superficie (tipo sábana) trigonométrica, pues para cada x tene- 
mos z = cos y. El plano x + y = 2 es paralelo al eje z y atraviesa la superficie anterior como 
puede se muestra en la figura 4.17. Para cada (x, y, z) € C tenemos que 


z = cosy 
cr=2—y 
12,9220 
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Figura 4.17: Curva en el primer octante, definida por z = cosyex + y = 2 


Entonces, una parametrización posible para C es 
a(t) = (2— t, t, cost), 
con 
T 
z =cost>0 USES 
cr =2—-t>0>t<2 
y =t>0. 
T 
Como 5 < 2, entonces, queda que 
T 
0<t<-. 
7 2 


Ahora hay que ver cómo recorre esta parametrización la curva en cuestión: 


g'g* 


Lo anterior dice que o recorre a C desde (2, 0, 1) hasta (2 — a 2 0) sin detenerse (pues su 


velocidad, o^ nunca se anula). Si se ubican estos dos puntos en el gráfico de C (figura 4.17) 
puede concluirse que c recorre a C preservando su orientación. Por lo tanto, 


E 
f Fas = | F(2 — t,t, cost).(—1,1, — sent) dt 
c 0 

E 


= ji (—t,2 — t,cost).(—1,1,— sent) dt 
0 


sen? | 2 


= La 2 — costsentdt — ES 
0 2 


NI = 


0 
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Ejemplo 4.4.8. Sea C la curva dada por la intersección de z = z? -- y?, x Fy—lconz<1, 
orientada desde (1, 0, 1) hasta (0, 1, 1). Calcular Lo (sen y, z, x).ds. Se puede notar que la 
curva se encuentra en el paraboloide z = x? + y?. Si se atraviesa con el plano x + y = lyse 
tiene en cuenta que z < 1 queda el gráfico de la curva como en el de la figura 4.18. 


Figura 4.18: Curva intersección de z = 1? + y?,x+ y = 1conz < 1 


Además, como 


z =x2+y<1 
y =1-2x, 


se puede pensar en una parametrización c (t) tomando a t = x, y queda de esta manera 
e(t) = (&1— t, -- (1—2)^), 
con la condición t? + (1 — t)? < 1: 
tt+(1-t)? =2i?-2+1<1>2t(t-1)<0>0<StS<1. 
Ahora hay que ver si esta parametrización preserva la orientación de C: 
c(0) = (0,1,1) 
o(1) =(1,0,1) 
a(t) = (1,—1,4t — 2) 4 (0,0,0) Vt € R. 


De modo que o recorre regularmente (sin detenerse) C desde (0, 1, 1) hasta (1,0, 1), así que 
invierte la orientación de la curva. Por lo tanto, 


1 
n = -f (sen(1— t), 2% — 2t + 1,t).(1, —1,4t — 2) dt 
C 0 


A ai? 
-f sen(1 — t) + 21? — 1 dt = fosa t) 4 pod 
0 


2 2 
= [1+ $- 1-008 1| i Es c 
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Ejemplo 4.4.9. Sea C la curva dada por la intersección de x = 2?, y + 2z = 1 en el primer 
octante, orientada de izquierda a derecha vista desde el origen. Calcular Ja (e*,2*,y).ds.La 


Figura 4.19: Curva intersección de x = 2?, y + 22 = 1 en el primer octante 


2 


curva se encuentra en el cilindro parabólico x = z^, sumado a las otras condiciones el gráfico 
de la curva es el correspondiente a la figura 4.19. Como pueden ponerse en las dos primeras 
condiciones a x e y en función de z, una parametrización posible es: 


a(t) = (?,1 — 21,1). 


Para ver los limites de la variable t se tiene que analizar el hecho de que se está en el primer 
octante, entonces, 


ÜS 20 
1 
1-2 >0>t<5 
t >0. 
1 
Luego, 0 < t < 3 Por otro lado, 
c(0) = (0,1,0) 
1 1 1 
o) = (755) 


c'(t) = (2t, 2,1) Z (0,0,0) Vt € R, 
de modo que ø recorre C sin detenerse desde (0, 1, 0) hasta (3, 0, 2).ycomo el primer punto 


está más a la izquierda, visto desde el origen, entonces se puede decir que g preserva la orien- 
tación. Entonces, 
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nov - / (ef 43, 1— 2t).(2¢, —2, 1) dt 
C 0 
1 


2 tt 2 
= J ne? 28 e1-sd- [e - E 4t-e] 

0 2 0 
14.2 


ts 


= e 


Ejemplo 4.4.10. Sea C la curva perímetro del triángulo de vértices (0, 0, 2), (1, 0, 1) y (0, 1, 1), 
recorrida en ese orden. Si F(x, y, z) = (y, 3a, z), calcular Jo F.ds. 


La curva es fácil de graficar (ver figura 4.20) y se puede observar que los lados de los trián- 
gulos se encuentran sobre los planos y = 0, x = Oy z = 1. Como se trata de una curva que es 
unión de segmentos (curvas C), C resulta C1 a trozos, así que se puede describir por medio 
de las tres curvas segmentos de que la componen, que se llamarán C1, Ca y C: 


Ci>1i+z2=2,0<x<1 


Co>y+2=2,0<y<1 
C3>r+y=1,0<x<l. 


Cada una de estas curvas tiene la orientación que hereda de la orientaciónde la curva C, como 
se muestra en la figura 4.20. 


Con lo anterior, no debería resultar difícil parametrizar a estas tres curvas: 
oilt) = (t,0,2-t),0<t<1, Im(o1) = Ci 


o2(t) =(0,,2-t),0<t<1, Im(o2) = C» 
o3(t) = (61—1,1),0 € t € 1, Im(o3) = Cs. 


Con las siguientes derivadas 


01 (t) = (1,0, —1) # (0,0,0) 
es(t) = (1,—1,0) * (0, 0, 0) 


Si se analiza la orientación de estas parametrizaciones se puede observar que si bien c pre- 
serva orientación de C1, 02 y 03 invierten la orientación de C2 y C3, respectivamente. Por lo 
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cual, queda planteada la siguiente integración: 


f F.ds = F.ds + F.ds + F.ds 
C Cy C2 C3 


| 


f Floi).c4dt- f F(o).idt — f F(o3).ogdt 


1 1 
f 9352-9.a..na- f (1 — t,t, 1).(1,—1, 0) dt 
0 0 
1 
-f (10,8 — t).(0, 1, —1) dt 
0 


1 1 1 
| 2—tdt | 1 — 2t dt n t — 2dt 
0 0 0 


E T f 5 a 


| 


Figura 4.20: Curva perimetro del triāngulo de vērtices (0, 0,2), (1,0,1)y 
(0, 1, 1) 


Como observamos en este último ejemplo, las cuentas se hacen un poco largas dado que 
hay que considerar tres curvas, parametrizarlas una por una e integrar. Cabe preguntarse si no 
existe algún método que permita simplificar un poco las cosas. Algo interesante para desta- 
car es el hecho de que la curva anterior era una curva cerrada, que además de implicar que su 
principio y fin están conectados, implica que es borde de alguna superficie, en este caso del 
triángulo mismo. En el capítulo 9 veremos que, efectivamente, se puede calcular esta misma 
integral mediante esta relación curva frontera- superficie. 

El ejemplo siguiente muestra otro tipo de problema en el momento de integrar un campo 
vectorial sobre una curva. 
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Ejemplo 4.4.11. Sea C la curva dada en el ejemplo 4.3.6. Calcular La F ds, si F(x,y) = 


22 2 H . H 
(e” — cosa? + zy, In(y? + 1) — y) y C está orientada de manera antihoraria. 
Ya setenían las parametrizaciones y, considerando la aditividad de las integrales de línea, 
se tiene que 


f F.ds = F.ds — F.ds. 
C C1 C2 


Como C está orientada de manera antihoraria, C1 debe estar orientada desde (1, 1) hasta 
(0, 0), es decir, descendente, en tanto C2 debe estar orientada de manera ascendente (de (0, 0) 
a (1, 1)). Así que 


i 
F.ds = -f (e — cost? + £?, In(t? + 1) — t).(1,1) dt 
C1 0 
1 2 
= -f et — cost? +t? +In(t? +1) — tdt, 
0 


con signo negativo pues c invierte orientación de C (pensar por qué), y 


F.ds 


1 
-f (e? — cost? + £3, In(t* + 1) — #?).(1, 2t) dt 
C2 0 


1 
= -f e" — cost? — t? + 2t In(t* + 1) dt, 
0 
con signo positivo pues c» preserva la orientación de C2 (le sugerimos al lector pensar por 
qué). Aquí se puede apreciar que el problema fundamental es que las integrales que quedan 


son imposibles de calcular, porque hay primitivas quese desconocen totalmente. En el capítulo 
7 mostraremos una forma mucho más simple de calcular este tipo de integrales. 


4.4.2. Práctica 


Calcular la integral de línea del campo vectorial F a lo largo de las curvas C quese indican. 


1) F(x,y) = (x? — 2x4, y? — 2xy), C la curva de ecuación y = x? desde (—1, 1) hasta 
(3, 9). 


2) F(x,y) = (4 — y, x), C la curva imagen de la función a(t) = (2(t — sent), 2(1 — 
cost)); 0 € t € 27 con la orientación inducida por esta parametrización. 


3) F(z,y,z) = ((y? — 2?, 2yz, x7), C la curva imagen de la función a(t) = (t, t?, t°); 
0 < t < 1 con la orientación opuesta a la inducida por esta parametrización. 


4) F(x,y) = (x, y?), C la curva |x| + |y| = 2 orientada en sentido negativo. 


172 


Capitulo 5 


Integrales sobre superficies 


5.1. Superficies parametrizables 


De la experiencia escolar y vivencial se conocen varias superficies: círculos, rectángulos, trián- 
gulos, entre otras. Estas son regiones que pueden pensarse en el plano real, es decir que son 
planas. Por otro lado, se conocen muchos otros ejemplos de superficies que no son planas: cás- 
caras de esferas, conos, cilindros huecos y las caras de un poliedro. 

El problema tal vez no consista en identificar qué es aquello que se reconoce como super- 
ficie sino cómo definir dicho objeto geométrico. En el primer capítulo dimos por aceptado que 
una superficie es una región de volumen nulo, es decir que puede tener área pero no “profun- 
didad” o “grosor”. Una idea un poco más general pero aún informal es que una superficie es 
un lugar del espacio donde cada punto tiene dos grados de libertad, un grado más de libertad 
que en una curva (que solo depende de una variable t). Sin embargo, también puede definirse 
una superficie mediante una o varias ecuaciones. Esencialmente, no existe una única forma de 
definirlas. 

Lo que haremos a continuación es trabajar con ciertas superficies, algunas de las más usua- 
les, describiéndolas de distintas maneras: mediante ecuaciones y parametrizando, fundamen- 
talmente. 


5.1.1. Superficies recurrentes 


En la primera parte de este libro vimos regiones del plano y del espacio, definidas por de- 
sigualdades. Muchas de las superficies que estudiaremos se expresan de forma muy similar a 
esas regiones. 

A continuación damos solo algunos ejemplos de superficies. 


Ejemplo 5.1.1. Un plano ax + by + cz = d,a,b,c,d € Res una superficie del espacio, 
no acotada, dado que si se piensa en la ecuación paramétrica de un plano m : X = A.U + 
BU + pse tienen dos grados de libertad A y 8, que recorren cada uno la recta real de forma 
independiente. Esto coincide con la definición informal de superficie dada hasta el momento. 
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Figura 5.1: Superficie 


AAA: AN 
SN 


Ejemplo5.1.2. Lasuperficie S = ((x,y,2): £x + 2y = z, x,y,z > 0, z € 1] esla porción 
en el primer cuadrante del plano x — 2y — z = 0. Esta superficie es acotada y es una región 
triangular. Su gráfico corresponde al de la figura 5.2. 


Figura 5.2: Porción triangular de un plano 
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Ejemplo 5.1.3. La superficie S = {(x,y,z): x =2,—1 < y € 3,2 € z € 4}eselrectan- 
gulo [—1, 3] x [2, 4] en el plano x = 2. 


Figura 5.3: Porción rectangular de un plano 


Antes de continuar con los ejemplos, resulta importante la siguiente definición. 
Definición 5.1.4. Una superficie S se dice cerrada si es frontera de un sólido en R3. 


Que una superficie no sea cerrada no quiere decir que sea abierta, simplemente no es ce- 
rrada. 


Ejemplo 5.1.5. La región S = ((x,y,2): x? + (y — 1)? 2 1,0 € z < 2) esla cáscara de 
un cilindro circular de radio 1 con eje de simetría (0, 1, 2), acotado porlacondiciónO < z < 2, 
pero no es una superficie cerrada, ya que entre los puntos de S no están los que conforman las 
tapas circulares laterales, a saber: el disco x? + (y— 1)? < 1,2 = Oyeldiscox?+(y—1)? < 
1,z = 2. De estas tapas circulares, los únicos puntos que satisfacen la ecuación que describe 
a S son los de sus bordes (las circunferencias z? + (y — 1)? = 1, 2 = 0,2). Su dibujo es el 
correspondiente a la figura 5.4. 


En cambio, en el siguiente ejemplo se puede observar a una superficie cerrada. 


Ejemplo 5.1.6. Sea S la superfice frontera del paralelepípedo [0, 1] x [1,2] x [2, 3]. Esta su- 
perficie es la unión de las seis caras que conforman el borde de este cubo, es decir: 


Sı = [0,1] x [1,2] x 12) 

S2 = [0,1] x [1,2] x {3} 

g= S3 = [0,1] x {1} x [2,3] 
~ | S4 = [0,1] x {2} x [2,3] 
S5 = {0} x [1,2] x [2,3] 

Se = {1} x [1,2] x [2,3] 
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Cada una de las superficies S;,2 = 1, 2, ..., 6, es un cuadrado en distintos planos. Queda defi- 
nida S = S1 U S2 U S3 U S4 U S5 U S6 = [IE Sj (ver desde figura 5.6a hasta figura 5.8b)y 
es la superficie frontera unión de las seis caras del cubo Q = [0,1] x [1,2] x [2,3]. 


Figura 5.5: Superficie frontera del cubo Q = [0,1] x [1,2] x [2,3] 
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Figura 5.6: Bordes S, y S» del cubo Q = [0, 1] x [1,2] x [2,3] 
(a) 51 


(b) S2 


Figura 5.7: Bordes 55 y S, del cubo Q = [0, 1] x [1,2] x [2,3] 
(a) S3 


(b) S4 


|] 


z maa amm 
— 


— ad 


Figura 5.8: Bordes S: y S; del cubo Q = [0,1] x [1,2] x [2,3] 
(a) S5 


(b) S6 
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En general, una superficie cerrada esta descripta ya como “superficie frontera” de algun 
sólido o cuerpo, aunque hay algunas excepciones, como en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 5.1.7. La región S = ion y, z): r? +y? +2? = 4} es la cáscara de una esfera de 
radio 2 y centro en el origen. Esta región es cerrada, sin que se lo haya dicho explícitamente, 
dado que es frontera de la esfera maciza 1? + y? + 2? < 4 (ver figura 5.9). 


Figura 5.9: Esfera hueca x? + y? + 2? = 4 


Ejemplo 5.1.8. La region S = Hee y2):122+y+2=4,2< 0) es el hemisferio sur 
de la misma cáscara esférica del ejemplo anterior. No obstante, no se trata en este caso de una 
superficie cerrada, dado que le falta el hemisferio norte o la superficie z = O con z? + y? < 4 
(ver figura 5.10). 


El ejemplo anterior muestra que, dada una superficie no cerrada, a veces es posible “cerrar- 
la” de diversas maneras, quedando distintos sólidos que la tienen como parte de su frontera. 
Esto será muy importante más adelante, por lo que siempre se debe tener en cuenta que no 
existe una única forma de cerrar una superficie, entendiendo cerrar como considerara una su- 
perficie mayor que sea la unión de la que se tenía con otras. Algo que sí es cierto es que en 
general existe una forma más conveniente de cerrar, dependiendo de lo que se necesite hacer 
o de la forma de la superficie inicial, pero eso es algo que se discutirá con posterioridad. 


Ejemplo 5.1.9. La región S = EN z): x£? =z, 1<y<l,2< 4} es la cáscara de 
un cilindro parabólico y no es una superficie cerrada (sugerimos al lector pensar por qué). Su 
gráfico es el correspondiente a la figura 5.11. 


Queda como ejercicio sugerido para el lector decidir si las superficies de los ejemplos que 
siguen son cerradas o no. 
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Figura 5.10: Hemisferio sur de la esfera hueca z? + y? + 2? = 4 


Ejemplo 5.1.10. La región S = ((x,y,2): x? +y? = z,z < 4) es la cáscara de un para- 
boloide circular con eje de simetría (0, 0, 2), vértice (0, 0, 0) y acotado por la condición z < 4 
(ver figura 5.12). 


Ejemplo 5.1.11. La región S = ((x, y, z) : 32? + y? = 2? } es la cáscara de un doble cono 
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Figura 5.12: Paraboloide circular x? + y? = 2,2 < 4 


M 
ECT T NAT 


eliptico con eje de simetría (0, 0, z) y vértice doble en el origen. No es una superficie acotada 


ya que la variable z no está acotada (ver figura 5.13). 


2 


Figura 5.13: Doble cono elíptico 31? + y? = z 
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las regiones del espacio en el primer capítulo: fijar una variable, ver qué curva queda, luego 
generalizar, y hacer lo mismo con las tres variables en cuestión. 


5.1.2. Representación de superficies: parametrizaciones 


Para expresar analiticamente una superficie existen tres métodos (no necesariamente dis- 
juntos los dos ūltimos). 


1) Representación implícita: una superficie puede describirse por medio de una ecuación 


como la siguiente 
f(x,y,2) -k,ke€R, 


siendo f una función escalar de tres variables. 
2) Representación explícita: se puede expresar una variable en función de las otras dos. 


3) Representación paramétrica o vectorial: una superficie $ puede representarse median- 
te una función vectorial 6 : D C R? > R?talque Im($) = S. En este caso 
$(u,v) — (X(u,v), Y (u, v), Z(u, v)), siendo esta la ecuación vectorial de la para- 
metrización de S. 


Damos ejemplos de este tipo de representaciones. 


1) La ecuación x? + y? = 1 representa en R* un cilindro con eje de simetria (0, 0, z) y 
radio 1 que no está acotado. Se trata de una representación implícita. 


2) Si se considera el mismo cilindro, pero con la condición y > Ose tiene que 


ro =T 
y =Vl-x? 
gm 


Este medio cilindro no acotado esta representado de forma explícita (ver figura 5.14). 


Figura 5.14: Medio cilindro S = ((x,y,2):y = V1=x?, z € R} 
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3) La ecuación paramétrica de un plano m : X = A.v + B.» + pes una representación 
paramétrica de dicha superficie, con A, 8 € R, yaque el plano no es una superficie aco- 
tada. Dados tres puntos, A, B, C cualesquiera no alineados coplanares (en un mismo 
plano), se pueden armar infinitas parametrizaciones del plano que los contiene: 


7T:X —A(A-— B) - 8.(B — C) - C, 


T:X —A(A—C)--B.(B—A)4 A, 
T:X —A(A— B) 4- 8.(A — C) +B, 


y estas son solo alguna de ellas, ya que puedo considerar cualquier múltiplo de las di- 
recciones. 


Este último ejemplo deja clara la idea de que, dada una superficie, no existe una única re- 
presentación paramétrica. Otro ejemplo que ilustra bastante este punto es el siguiente. 


Ejemplo 5.1.12. El cono simple acotado, definido por x? + y? = z?,0 < z < lesuna 
superficie que se puede parametrizar de dos maneras: 


m Sabiendo que z > Ose puede expresara esta variable en función de las otras dos, z = 
Va? + y?, entonces una parametrización  : D C R? > R? es 


S(x,y) = (y Va 9^), (x,y) € D; 


pero, ¿cómo es el dominio D? No es difícil de responder si se proyecta la superficie en el 
plano xy, quedando un disco de radio 1 y centro en (0, 0), ya que ese es el radio máximo 
que alcanza el cono pues z < 1. Entonces, 


D = { (x,y) ER? : 2° +y? <1}. 


Esta parametrización cumple que tiene como imagen el cono acotado en cuestión y ade- 
más resulta una función C (le sugerimos al lector probarlo). 


= Considerando que se trata de un cono circular se puede pensar en él en coordenadas 
cilíndricas, si se fija alguno de los tres parámetros, r, 0 o z, o se lo expresa en función de 
los otros dos: 


x(r,0) = rcos(0) 
y(r,0) = rsen(0) 1 A - 


z(r,0) = Va? +y =r 


Esto sale de lo ya hecho en la sección de cambio de variables para regiones de R*. Lo úni- 
co que cambia es que para describir una superficie se requiere que alguna de las com- 
ponentes quede en función de las otras dos, puesto que parametrizar significa expresar 
algo del espacio con dos parámetros, en lugar de tres, como lo sería con un sólido, por 
ejemplo. Finalmente, queda la siguiente parametrización: 


V(r,0) = (rcos(0),rsen(0),r), (r,0) € [0,1] x [0,27]. 
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Una diferencia entre las dos parametrizaciones es que enla primera el dominio D eraun disco, 
en tanto que en la segunda es un rectángulo. Más adelante se verá que algunas parametriza- 
ciones resultan más útiles que otras para calcular lo que llamaremos integrales de superficie, 
y que esto está relacionado, entre otras cosas, con las características del dominio D y las fun- 
ciones componentes de la parametrización. 


Sila función parametrización P de una superficie S resulta 1a1 (inyectiva), además de ser 
continua, se dice que S = Im/(®) es una superficie paramétrica simple, en la cual el adjetivo 
"simple" sugiere que no se cruza a sí misma. Esta definición incluso puede extenderse a una 
parametrización que sea1a 1, salvo sobre una curva, es decir, sobre una región de área nula. 
Por ejemplo, en la parametrización del cono del ejemplo anterior, tenemos que 


V (ri, 01) = Y(r2, 02) 
siysolo si 


rı cos 04 = ro cos 05 cos 0, = cos 05 
rı sen 1 = rosendo < sent, =sendz <= 01 =02 + kTVk € Z. 
rı = T2 :5r rı = T2 ī=T 


puesto que el coseno y el seno son funciones periódicas con período 27. Como el rango de 0 es 
de 0a 27, entonces: 0; = Oy 05 = 2m y, entonces, 


V(r,0) = U(r, 27), Vr € [0,1]. 


De modo que Y es inyectiva en todo el dominio D = [0, 1] x [0, 27], salvo en los puntos que 
están sobre el segmento (r, 0), que tiene area igual a 0. Con este tipo de superficies y parame- 
trizaciones que cumplan esto se trabajará en este libro. 

En las siguientes secciones trabajaremos el concepto de área y de integral de superficies y 
brindaremos multiples ejemplos que incluirán variadas parametrizaciones, por lo cual en esta 
sección no continuaremos dando ejemplos. 


Ejemplo 5.1.13. (Un modelo de cómo parametrizar una superficie cerrada). Si se considera S, 
la superficie frontera del paralelepípedo del ejemplo 5.1.6, una forma de parametrizar esta su- 
perficie cerrada es parametrizar cada una de sus caras por separado: 


1) Para $1: ya que z e y se mueven en un rectángulo y además z = 2, se puede pensar en 
la parametrización. 


©) (x, y) = (2, 4,2), (x, y) € (0, 1] x (1, 2]. 
2) Para $5: ya que x e y también se mueven en un rectángulo y z = 3: 
$5(z, y) = (x,y,3), (x,y) € [0,1] x [1,2]. 


3) Para S3: ya que zr y z se mueven en un rectángulo e y = 1, se puede pensar en la para- 
metrización: 
$3(x, z) = (x, 1,2), (x, z) € [0,1] x [2, 3]. 
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4) Para $4: ya que x y z también se mueven en un rectángulo e y = 2: 


$4(x, z) = (x, 2,z), (x, z) € [0,1] x [2,3]. 


5) Para $5: ya que y y z se mueven en un rectángulo y x = 0, se puede pensar en la para- 
metrización: 


Ds(x,2) = (0,y,z), (y, z) € [1,2] x [2,3]. 


6) Para $5: ya que y y z se mueven en un rectángulo y x = 1, se puede pensar en la para- 
metrización: 


P(x, z) = (1,y, 2), (y, z) € [1,2] x [2,3]. 


Notemos que, dado que S; = Im(®;), para todo i = 1,2, ..., 6, resulta que S = Im($1) U 
Im(®3) UIm(®3) U Im(®4) U Im(95) UIm(®6) = WA Im(9;).Esto dice que S esta 
parametrizada por partes. 

Otra forma de parametrizar la superficie S es considerar una Unica función que sirva de 
parametrización para toda la superficie: 


(u,v, 2) si (u,v) € [0,1] x [1,2] 

(u,1,v) si (u,v) € [0,1] x [2,3] 

diues (0, u,v) si (u,v) € [1,2] x [2,3] 
f (u—1,0,3) si (u,v) € [1,2] x [1,2] 
(u,2,v +2) si (u,v) € [0,1] x [0,1] 

(l,u,v+2) si (u,v) € [1,2] x [0,1]. 


Queda entonces bien definida ® en el rectángulo [0, 2) x [0,3] y Im() = S como función 
partida. Lo Unico a tener en cuenta es que ® no será diferenciable en los (u, v) que estén en 
los segmentos que separan a los sub-rectángulos del dominio en los que la función cambia de 
vector. Es que la imagen en cada uno de esos segmentos corresponde a una arista en el parale- 
lepípedo S (en la próxima sección veremos que eso corresponde al hecho de que allí no existe 
plano tangente). 


En general, al tener una superficie que es unión de otras superficies más simples convie- 
ne describirla parametrizando a trozos, es decir, cada superficie que la compone. Eso será de 
mucha utilidad en los temas que desarrollaremos en las próximas secciones. 


Ejemplo 5.1.14. Parametrizar la superficie frontera del sólido 

W = ((x,y,2) ER?: ¢4+2y+2 <2, 7,4,2 208. 
En este caso, el sólido W es un tetraedro de vértices (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 2) (ver 
figura 5.15). La superficie frontera S es la unión de las cuatro caras triangulares de este tetrae- 


dro $1, S5, $5 y S4 (ver figuras 5.15, 5.16a, 5.16b,5.17ay 5.17b), por lo cual se puede parametrizar 
cada cara por separado. 
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Figura 5.15: Tetraedro W = { (x,y,z) € R^: £ +2y +z <2, 2,y,2 > 0) 


1) Para S4:esuntriánguloenel plano xz,esdeciry = 0,entoncesx+z < 2,conx,z > 0 
y 
0 <x<2 


92.2) = (110,2), Di = | 0 <z<?—a. 


Es una parametrización de una superficie plana, al igual que sucede con Sa y 53. 


2) Para S5: es un triángulo en el plano yz, es decir x = 0, entonces 2y + z < 2, con 
y,z 2 Oy 


0 <y<1 
9i, 2) = (0.2) Da = | 0 rie NOM 


3) Para $3: es un triángulo en el plano xy, es decir, z = 0, entonces x + 2y < 2, con 
x,y 2 0y 


D euet 
d.c) = (5,0) Ds = | 0 EEZ M 


4) Para S4: es un triángulo en el plano x + 2y + z = 2, entonces z = 2 — x — 29 (se 
podría despejar también a x o a y del mismo modo, solo que se eligió en este caso 2): 


$3(z, y) = (2,4,2 == 2y). 


Pero para describir la región en donde esta parametrización está definida hay que mirar 
la sombra de esta superficie S en el plano xy. En efecto, se trata del triángulo 55, de 
modo que el dominio es el mismo que el dela parametrización de $5, es decir D4 = D3. 
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Figura 5.16: Bordes 5; y S5 del tetraedro x + 2y + z < 2,7,9,2 20 
(b) S2 


(a) S1 


Figura 5.17: Bordes S3 y S, del tetraedro x + 2y + 2<2,1,y,2 > 0 


(a) S3 (b) S4 


5.2. Area de una superficie 
La idea de esta sección es poder dar una forma explícita de cálculo de áreas para superficies 


parametrizables. 
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5.2.1. Producto vectorial fundamental 


Sea S una superficie tal que existe una parametrización ® : D C R? > S, ®(u,v) = 
(x(u, v), y(u, v), z(u, v)), con x, y, z derivables en D. Entonces, se pueden considerar los si- 
guientes vectores: 


m A 3 
a z Oz : 
Soe) = (Besa oc sae DSR. 


{ 89 (u,v) = (9 Oy SE) 99 . D + R3 


Al producto cruz — x — selo denomina producto vectorial fundamental: 


4 1 j k 
0o x 0o — det Ox Oy Oz 
ðu * v Qu Qu Qu 

Ov Ov Ov 


5.2.2. Regularidad y singularidad de superficies: noción analítica y geomé- 
trica 


Si un punto (uo, vo) € D cumple que d y st son continuas y e x 2 (up, vo) Æ 
(0, 0, 0) se dice que (uo, vo) es punto regular y que (uo, vo) es valor regular de P. Los puntos 
(uo; vo) en los que oe o or no son continuas o que 22 x R (uo, vo) = (0,0, 0) se llaman 
puntossingulares. Una superficie S = ®( D) se dice que es regular si todos sus valores son regu- 
lares, aunque puede ser regular para una parametrización y singular para otra. Lo que sucede 
es que, en muchos casos, las singularidad de S trasciende a cualquier parametrización. 

Una interpretación geométrica de los puntos regulares y singulares es la siguiente: si se 
considera un segmento horizontal Do en el plano xy, su imagen en la superficie S es ®( Do) 
si ®(u, v) es parametrización de S. Dicha imagen es una curva, es decir que una variable, u o 
v, es constante. Supongamos que v = cte, de modo que la curva imagen es una u-curva. El 
vector Án resulta ser entonces el vector velocidad de la curva. 

Cuando u aumenta en una diferencia llamada Au, un punto en ®(u, v) se desplaza en el 
espacio | 2p | Au. Análogamente, si se fija u y se aumenta a v en Av, ®(u, v) se desplaza 
en el espacio | on | Av. Esto sugiere que un rectángulo contenido en D de área Au.Av del 
plano se convierte en una región de (D) aproximada por el paralelogramo determinado por 


los lados a? Auy 92 Av. Ese paralelogramo tiene área 


A(Paralelogramo) — A Au o Av || = IF x a AuAv. 
ER ER 


La última igualdad se obtiene a partir de la propiedad de linealidad del producto vectorial. 
Lo que queda finalmente es el producto vectorial fundamental multiplicado por los dos incre- 
mentos, una en la dirección u y el otro en la dirección v. Lo que sugiere lo obtenido es que la 
longitud del producto vectorial fundamental puede imaginarse como un factor de proporcio- 
nalidad de áreas. En los puntos donde es nulo, el paralelogramo degenera en una curva o en 


un punto, en tanto que en cada punto regular, los vectores sr y 2v determinan un plano que 
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tiene como normal a 22 x 22 
dein 9% y 90 28 
Una cuestión muy importante es el hecho de que 57 x 5r es ortogonal a 22 ja E „yesno 


nulo en cada valor regular P = (xo, yo, 20) de S. "Más aún, el vector 2 at x zt es sudo 


a toda curva regular en la superius S, por lo cual el plano que pasa uc ese punto P regular 


yque tiene como vector normal a m x 22 (ug, Vo) se llamará plano tangente. La continuidad 


Ov 
de las derivadas parciales 5 - uy op asegurará que ese plano tangente se mueva con continui- 
dad en una superficie regulā es decir, en donde no haya aristas o picos habrā continuidad de 
- x — y — x — (0, 0, 0). Esto se ve dela siguiente manera. 

Se considera una superficie S regular parametrizada por ® : D > S y sea C, una curva 
plana en D. Entonces, C = ®(C;) es la curva imagen de C' regular, de modo que C € S. Se 
puede ver que cada punto de C resulta perpendiculara oe x -— pues si C está parametrizada 
pora : [a,b] > Ci, a(t) = (u(t), v(t)), entonces, C = Im(C1)es ® oa(t) = 9(a(t)) = 
(X (a(t)), Y (a(t)), Z(a(t))) con Boa : [a,b] + C. Lo que se quiere ver es que ® oa’ es 
perpendicular a am x ze y con ello lo que se quería probar, usando la regla de la cadena, 


OX Ox OY OY OZ OZ 
/ _ / í / / | / / | / 
Ay = (Fuar Zro, Kuos Zun, Kua Bro) 
db Ob ab dē, 


o) = MD 


Esto ya muestra que (® o a)' es perpendicular a £^ x SP ® pues 


ou 
0^ OP 0o oo Ob 0? 
HES g dia = AZ al CE CE es i 
eee) PEE M 2 442) [8 M 
oğ (OB 00 Ob (06 oP 
EN / La! = 
lā oT Ga BU i TES 2 


Para obtener este resultado es fundamental la observación de que las derivadas parciales de 


® son perpendiculares al producto vectorial fundamental. Por esta razón, al vector gu x p 
se lo denomina vector normal a la superficie y no necesariamente es de norma 1 pero sí resulta 


perpendicular a S en cada punto de ella. 


Figura 5.18: Incrementos Av y Au 
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Figura 5.19: Incrementos Av y ^u en el espacio 


sone M 
We ORA 
QE 


Definición 5.2.1. Sellama plano tangente a una superficie S en P al plano de ecuación 


Ob 0o 0^ 09 
wp: | — x = |(uo,vo).(z,y,z) = | = x = | (uo, vo). (Zo, Yo, 20). (5.2.1) 
Ou Qv Ou Ov S 


=P 


Observación 5.2.2. La definición de plano tangente anterior corresponde a su ecuación im- 
plícita, dada por el vector normal — x 2 (uo, vo) y por un punto cualquiera del plano, en 
este caso (zo, Yo, zo), que es a su vez un punto de la superficie. También se puede describir 
el plano tangente en virtud de dos direcciones linealmente independientes (no mūltiplos) de 
este. Si la parametrización es regular, dos direcciones posibles son los vectores de derivadas 
parciales oe (uo, Vo) y ob (ug, vo). Entonces, la ecuación paramétrica del plano tangente en 
el punto (zo, Yo, 20) es 


mp:X = A E (uo, vo) + Bei + (£0, yo; 20), A, B ER. (5.2.2) 
u Ov 
Ejemplo5.2.3. El planotangente de un plano cualquiera m : ar+by+cz = d,a,b,c,d € R, 
es ēl mismo, puesto gue el vector normal a este es siempre el mismo. Esto se puede justificar 
de la siguiente manera: si c 4 O una parametrización de res ®(u, v) = (u, v, daub) con 
(u,v) € R? (esta parametrización surge simplemente del hecho de despejar a z en función 
de x y de y en la ecuación implícita del plano), entonces, 


OO 
slšēlš 
| | 
se 
re 
PA 
alco 18 
—— 
DID 
gie 
x 
E 
| 
a 
a 
c 
O = Ss» 
Ros.» 
a 
aloo I8 
Il 
y N 
| 
I 
- 
po as 


CAPITULO 5. INTEGRALES SOBRE SUPERFICIES 


Lo primero que se puede observar es que el vector normal del plano 7 es un múltiplo del vector 


ab . 09 — b 
Di Qu ($, $, 1), ya que 


El vector normal a este y a cualquier plano es constante y esa es una propiedad exclusiva de los 
planos. 

Ejemplo 5.2.4. Hallar, si existe, el plano tangente de la superficie Az? + y? = 22,0 < z € 1 
en los siguiente puntos: 


1) (0, 1, 1); 
2) (0,0,0). 
El gráfico de la superficie S en este caso es el cono elíptico x? + v = = (sale de dividira 


ambos lados por 4). Es claro que los dos puntos pertenecen a S, dado que verifican la ecuación 
y la desigualdad que la define. Si se observa su gráfico se puede decir que (0, 0, 0) no es un 
valor regular, puesto que allí está el vértice de este doble cono (y esun pico). 


Figura 5.20: Cono elíptico z? + v — 20 <z<l 


1) Esconveniente hallar una parametrización del cono, utilizando la descripción hecha en 
coordenadas cilíndricas modificadas pero fijando alguna de las variables: 


x -—rcosÜ 
y =2rsend 


z = y4r? +y? > z= y A(rcos0)? + (2rsen 0)? = 2r. 
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2) 


De modo que $(r, 9) = (r cos 0, 2r sen 0, 2r) es una parametrización de S sir < 3 
pues z = 2r < 1. Esto sugiere que el dominio D de esta parametrización será 


0<r<ł 
0 € 0 € 2m. 


Ahora hay que calcular las derivadas parciales para hallar el vector normal: 
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Ā = (cos 0, sen 0,2) 
So  (-rsen6,rcos0,0). 


Para calcular el plano tangente hace falta hallar (r, 0) tal que 


$(r, 0) = (rcos0,2rsen0,2r) = (0, 1,1) 


r cos 0 0 = co0—020-2v0-—37 in 
rsen( =1>0=f > (1.0)= (55) 
2r ===> 


Nótese que fueron necesarias de las tres ecuaciones para definir a 0, además del hecho 
de quer # 0. 


slēsļš 


De modo que la ecuación del plano tangente a S que pasa por (0, 1, 1) es 


1 1 
T(0,1,2) : (0, 1, 75). (2,9. z) = (0, 1, —7).(0, 1, 1) 


Utilizando la misma parametrización que en el punto anterior, se puede observar que 
existen infinitos puntos de la forma (0,0), 0 < 0 < 27, tales que ®(0, 0) = (0,0,0), 
que es el vértice de este cono. Además, como r = 0, resulta que 

09 

EU 0) = (—0 sen0, 0 cos 0, 0) = (0,0,0). 
Todo esto dice, por un lado, que la parametrización no es inyectiva en el (0, 0, 0) (que 
es un punto y, por lo tanto, tiene área nula o contenido nulo), y, por el otro, dice que 
(0, 0, 0) es un valor regular, haciendo que la superficie no sea regular en su vértice. Esta 
no regularidad en este punto implica que 


0^ OP 


3^ 59 (0:9) = (cos 0, sen 0,2) x (0,0,0) = (0,0,0), 
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y entonces no se podría hallar el plano tangente porque esta parametrización no tiene 
como valor regular al (0, 0, 0). Pero es mucho peor que eso en este caso, puesto que una 
condición elemental para que haya plano tangente es la suavidad de la superficie y un 
cono carece de ella en el vértice, independientemente dela parametrización que se elija. 
Ellector podría buscar otras parametrizaciones del cono y notar que nunca tienen como 
valor regular el origen. Esto se puede pensar de la siguiente manera: el plano tangente 
es la mejor aproximación lineal (de orden 1) de la superficie en cada punto (recordar 
que en cada punto hay un plano tangente que puede ser distinto), entonces pensar en 
un plano que se aproxime o “pegue” lo mejor posible a S en ese punto lo tiene que hacer 
en un entorno alrededor del mismo (es la noción de límite en más de una variable), pero 
no hay ninguno que pueda hacer eso, ya que solo se acercarían por ciertas direcciones. 


Ejemplo 5.2.5. ¿Esel paraboloide x? + y? = z una superficie regular en (0, 0, 0)? De acuerdo 
con lo visto en el ejemplo anterior, se podría pensar que la respuesta es negativa, pero no es 
así. Lo que sucede es que, si bien el origen es el vértice de este paraboloide en cuestión, es un 
punto en el que la superficie tiene mayor suavidad que en el vértice del cono (se puede pensar 
en analogía por qué la función f(x) = |x] no es derivable en x = 0, en tanto g(x) = x? sí). 
Para ver esto, se considera una parametrización de esta superficie: ®(u, v) = (u, v, u? +v?) 
con (u, v) € R? y se calculan sus derivadas parciales y su vector normal: 


09 O® 
Dy ee) = (1,0, 2%), Ou (u, v) = (0, 1,24) 
y 
uf x a = (—2u, —2v, 1) £ (0,0,0) V(u, v) € R?. 
Ou Ov 


el normal es nunca nulo ya que la tercera coordenada es constantemente 1, lo cual hace a la 
ció je » 09 ., 09 
parametrización suave en todo punto (y a la superficice también). De hecho 57 x 57 (0,0) = 
(0, 0, 1) y el plano tangente en ese punto es el plano z — 0. 
Otra parametrización posible es ® : [0,00) x [0,27], &(r, 0) = (rcos0, rsen 0, r?), 
que es la proveniente de las coordenadas cilíndricas expresando az = a? + y? = r?en 


función de r. Los vectores de derivadas parciales 


o o 

Dh 0) = (cos0,sen0,2r), g — (r, 0) = (—r sen 0, r cos 0, 0) 

Or 00 
y 

o o 
21 (r, 0) = (—2r? cos 0, —2r? sen 6, r). 

Se puede observar que ®(7, 0) = (0,0,0) o r = pcia qu ebro ym. 
de modo que ® no es inyectiva en el (0, 0, 0). Cuando esto ocurre 22 x m 7 (0, 0) = (0,0,0) 


y no se puede hallar el plano tangente, pero en este caso no porque no haya sino porque la 
parametrización ahora elegida no es regular en el origen (con la parametrización anterior sí se 
podía hacer). Sin embargo, se sabe por la parametrización anterior que el paraboloide tiene 
plano tangente en el origen. 


192 


Tamara P Bottazzi 


Figura 5.21: Paraboloide 1? + y? = z 


En este momento el lector podría preguntarse si el cambio de parametrización en una su- 
perficie da planostangentes distintos en cada punto. Si bien los vectores de derivadas parciales 
pueden ser muy diferentes en cada parametrización, el plano tangente será el mismo (de he- 
cho, para cada punto de la superficie es único), lo único que cambiará será la ecuación que la 
describe, debido a que, por ejemplo, se pueden elegir infinitos pares de direcciones linealmen- 
te independientes que lo generen. El problema se presenta si la parametrización elegida es o 
no regular en el punto en cuestión, dado que, de no serlo, no se puede construir la ecuación 
del plano tangente, sin embargo, eso no significa que no exista. Para subsanar este problema 
conviene siempre controlar que el gráfico de la superficie no tenga picos o cortes y también 
conviene verificar la inyectividad de la parametrización elegida en el punto a calcular al plano 
tangente. De estas dos cuestiones, la primera es una propiedad de la superficie en sí (la de te- 
nerono picoso cortes bruscos) y la otra es dela representación elegida para la superficie (de la 
suavidad o no de la parametrización): la segunda puede solucionarse consiguiendo otra para- 
metrización que no tenga dicho problema, sin embargo, la primera es infranqueable. De este 
modo, se puede decir que en el cono, el punto (0, 0, 0) es singular y no existe plano tangente, 
en tanto en el paraboloide ese mismo punto sí es un valor regular. 


Ejemplo 5.2.6. Calcular el plano tangente a la superficie S definida como 
S = ((z,y, 2) € RB : 2” +y? +2” — 4) 


en los puntos 


1) (2,0, 4/2); 
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2) (0,0,2). 
No es difícil ver que S es la cáscara de la esfera con centro (0, 0, 0) y radio 2. 


1) Yaquesetrata de la cáscara deuna esfera maciza se puede considerar una parametriza- 
ción que provenga del cambio de variables a coordenadas esféricas. Como solo interesa 
los puntos que estén a distancia 2 del origen, se puede fijar el radio p en 2 y con ello se 
obtiene una parametrización de S 


x -—2cosÜsenó 0<0< 27 
y —2sen0Üsenó ,D = 0c ó« 
z -—2cosó ni 


Por lo tanto, si ® : D C R? + R®, dada por 
$(0, à) = (x,y, z) = (2cos0sen ¢, 2 sen 0 sen ¢, 2 cos 4), 


es parametrización de S, entonces (V2,0,—V2) € Im(Č), o sea que deben existir 
(0,9) € Dtales que 


2cosÜsenó = V2 
P(0,$) = (V2,0,—V2) & 4 2sen@send =0 


2cos@ =—,/2. 
EN ! v2 Sr, Sm 
La última igualdad dice que cos@ = EET => $ = 7027 pero como el rango de 
3 3 v2 " ‘ 
es de 0 a 7, entonces p = E. Entonces sen E = —— , asi que de la primera 
oes de0 t [o 7. Ent zn A0 del 


y segunda ecuación sale que cos = lysen@ = 0, esdecir 0 = 0. De modo que 
(0, 32) = (v2, 0, — v2). Ahora los vectores tangentes en el punto en cuestión son 


59 (0, 2) = (—2sen 8 sen ¢, 2 cos 0 sen $, 0)| (0,35) = (0, V2, 0), 
Šā (0, 22) = (2 cos 8 cos ¢, 2 sen 0 cos $, —2 sen($))|(9,32) = (-V2, 0, — 2). 


Como se pudo ver, se tuvieron que utilizar los valores 0 y o hallados, dado que los vecto- 
res tangentes están expresados como funciones de dos variables, dado que son las de- 
rivadas parciales de la parametrización, que también es una función de dos variables. 
Con lo anterior, la ecuación paramétrica del plano tangente a S en (4/2, 0, — 4/2) es: 


(30,2) : X = A(0, V2,0) + 8(—V2,0, —/2) + (V2,0, —2) 4, 8 ER. 


2) Siseutiliza la misma parametrización, 


2cosÜsenoó =0 
$(0,0) —(0,0,2) & 4 2senÜ0senó =0 >09=0,0€ [0,27]. 
2cos o =2 
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y nuevamente vuelve a aparecer un punto en el cual la parametrización usada no es in- 
yectiva, de modo que no se podrá obtener la ecuación del plano tangente mediante esta 
parametrización (si el lector verifica, verá que nuevamenteel vector normal da (0, 0, 0)). 
Pero de observar el gráfico, S si es regular en ese punto (de hecho, en todos sus puntos). 
Más aün, a simple vista y pensando en la propiedad de aproximación puede afirmarse 
que el plano tangente tiene ecuación z — 2. Queda como ejercicio probar esta asevera- 
ción. 


Figura 5.22: Planos tangentes de la esfera 1? + y? + 2? = 4 en 


(/2,0, —v2) y en (0, 0, 2) 


Ejercicio 5.2.7. Probar que el plano tangente al punto (0, 0, 2) en la esfera de ecuación z? + 
y? + 2? = Atiene ecuación z = 2. 


Observación 5.2.8. En general para cualquier superficie esférica de ecuación 1? + y? + 27 = 
a?, a € Ryo fijo, si se parametriza con coordenadas esféricas, fijando el radio p = a, es decir 


© : [0,27] x [0,7] + R*, 9(0, 9) = (a cos O sen $, a sen 0 sen $, a cos $). 


Sus vectores tangentes son 


09 
a” (—a sen 0 sen $, a cos 0 sen ¢, 0), 


p 
ae = (a cos0 cos ¢, asen 6 cos ó, —a sen @), 


do 
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y su vector normal es 


oP O® NEN 24 2 2 
(55) x (57) = (—a*cos0sen* $, —a^ sen 0 sen” ¢, 


—a? sen? O sen 9 cos à — a? cos? O sen ¢ cos ¢) 
=  (—a? cos 0 sen? à, —a? sen 0 sen? 4, 
—a? sen $ cos (sen? $ + cos? $)) 
=  (—a? cos sen? $, —a? sen 0 sen? 9, —a? sen ¢ cos ¢) 


como en cada componente hay un “a sen 9”, si se lo extrae queda 
O® O® 
(55) x (55) = —asen 4% (a cos 0 sen ó, —a sen 0 sen ¢, —a cos à) 
= —asenyĒ(0,ģ). 


Entonces, su norma serā: 


[HC 3/5 e = |-asen ó]. 800, 9)]]. 


Como 0 < $ < m,setiene que sen ¢ > 0. Por otro lado, 


||®(0,¢)|| = Via cos 0 sen ¢)” + (a sen 0 sen à)? + (a cos ¢)* 
= Ya? [cos? 0 sen? ¢ + sen? 0 sen? ¢ + cos? $] 
= ya? |sen? 4 (cos? 0 + sen? 0) + cos? 0). 


= ya [sen? + cos? ¢] = Va? = a. 


(5s) * (a5) | =e 


Esto de que ||®(@, $)|| = a resulta lógico, ya que es la parametrización de la esfera y ésta tiene 
radio fijo ay todos los puntos de dicha esfera se encuentran a una distancia a del origen (centro 
de esa esfera en este caso, pero puede pensarse con esferas con otros centros). 


Entonces, 


En el ejemplo 5.1.13 mostramos dos posibles parametrizaciones para la superficie frontera 
del paralelepipedo [0, 1] x [1,2] x [2, 3]. Lo que pudimos observar es que esta superficie era 
regular en cada una de las caras que la componían, no siendo así en sus aristas. Pero las aristas, 
como segmentos, son regiones de área nula. Entonces, podemos decir que esta superficie es 
regular en casi todo punto o regular a trozos. En general, esto sucede con la mayoría de las 
superficies cerradas. En el caso del cono, existe un ūnico punto no regular, que es el vértice, y se 
sabeque un punto es también una región de área nula. 
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5.2.3. Área de una superficie paramétrica 


Sea S una superficie regular parametrizada por una función ® : D C IR? + S. En la sec- 
ción anterior vimos que la norma del vector zt x 2t puede interpretarse como un factor de 
proporcionalidad entre las áreas del rectángulo de lados Au, Av y el paralelogramo imagen 
deeserectángulo sobre S. Pudimos ver queelárea de dicho paralelogramo era | zt x E | Au. Av. 
Si se particiona a D en rectángulos Au, Av y se hace tender esas longitudes a 0 se tendrá el 


siguiente resultado: 
Definición 5.2.9. El área de la superficie S, dada una parametrización  : D — Ses 


> e dudu. (5.2.3) 


Como la definición de área está hecha en base a una parametrización de la superficie en 
cuestión, podríamos pensar que el área depende efectivamente de la parametrización que se 
elija. Pero, por suerte, esto no sucede y el área es invariante respecto de cambios de represen- 
tación (de parametrización). Tenemos, entonces, la siguiente propiedad. 


Proposición 5.2.10. Sea S una superficie regular en casi todo punto (salvo, quizás, en una región de 
área nula) y sean $ : D > S y VE — S, dos parametrizaciones distintas de S. Entonces, 


s | dude = ff |5 


En lo siguiente haremos mención a las superficies regulares en casi todo punto llamándo- 
las solamente "superficies" Se puede aplicar la definición 5.2.3 para calcular áreas en los ejem- 
plos siguientes. 


E e 


ov. ov duda 
"oa 


Ejemplo 5.2.11. Calcularel área de la superficie S, definida como 
S=((2,y,2) € R": a? +(2—1)' <4,y=4}. 


En primer lugar, por la definición de área, se necesita hallar alguna parametrización de la su- 
perficie en cuestión, para luego calcularle los vectores tangente y el producto cruz de los mis- 
mos (ver ecuación 5.2.3). Como y es constantemente 4, se puede deducir que la superficie es 
plana y la desigualdad x? + (z — 1)? < 4es la restricción en ese plano, marca una porción de 
él. En efecto x? + (z — 1)? < 4enel plano zz es un disco de radio 2 y centro (0, 1). De mo- 
do que en IR? será S un disco de radio 2 y centro (0, 4, 1). Una parametrización de este disco 
puede provenir de las variables polares: 


: a O<r<2 a 6:D35S, 
FEES 0<0< 27 $(r, 0) = (rcos0, 4, rsen 0 + 1). 
2-1 =rsend 


Con esta parametrización el área se calcula por (5.2.3) 


a 2 x P| arao. 
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Como 


| ©, = (cos0,0,sen0) > |, x ēgļ| = ||(0, —r, 0)|| 


o = (-rsen60,0,rcos0) 


entonces, 


2 27 PI 
AS) = | / rdüdr = 2r | —4m 
o Jo 2 


0 
yelárea es efectivamente el área correspondiente a un disco de radio 2. 


Figura 5.23: Superficie x° + (z — 1)? < 4,y = 4 


Ejemplo 5.2.12. Calcular el área de la superficie S definida por 


S = { (x,y,z) : eras 1,2+y=2). 
Esta superficie es la intersección del cilindro y? + 22 < 1 con el plano x + y = 2, que no 
lo corta perpendicularmente, por lo tanto S es una elipse en ese plano (ver figura 5.24). Una 
parametrización posible puede surgir directamente de considerar que x = 2 — y y que y, z 
deben cumplir que y? + 2? < 1, entonces 


®: D CR? >R*, ē(y,2) = (2— y,y, 2), 


—1<y<1 
con D = | EN T < Al 2 ia (D es el disco unitario en el plano yz). Entonces, 
el área de S se calcula como 


AS) = ff ras = ff. [D, x -|| dydz. 


$. -CLL0) > lē,xē,|= |((1,1,0)]| = Vē, 


Si 
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entonces, 


A(S) — D T V2 dydz = V2.A(D) = V2r. 


Figura 5.24: Superficie y? +2? < 1,: +y —2 


Ejemplo5.2.13. Determinarel área de la superficie definida por las condiciones z?--y?--z? = 
ley <0. 

Esta superficie corresponde a una mitad de la esfera unitaria hueca con centro enel origen, 
aquella que verifica la condición y < 0 (ver figura 5.25). Se puede parametrizar fácilmente 
usando las coordenadas esféricas fijando p = 1 


$: D> R?, (0, $) = (cos O sen Q, sen O sen $, cos ¢), 
con 


0<p<r. 


Teniendo en cuenta la observación 5.2.8, sigue que 


p={ T<O< 20 


[Ly x 64|| = seno, 


asi que el area se calcula como 


a(s)= |” [snodo = ("rs ode =. 
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Figura 5.25: Superficie definida por x? + y + 2? =1,y <0 


Ejemplo 5.2.14. Calcular el área de la superficie frontera del sólido W, definido como: 
W = [Gs 2) ER? : r? +y? < z< yr? +y, z> 0) 


Este sólido está acotado inferiormente por el paraboloide z = x? + y? y superiormente por 
el cono z € y 2? + y?, dadoquez < yz + 0 € z < 1. De modo que la superficie frontera 
es la unión de las superficies 


S, = {(x,y,z) E R°: r +y = z< i}, 


S, = [Ge 2) ER: Va? +y=z< i}, 


que son el paraboloide y el cono, respectivamente. Entonces, el área de la superficie frontera 
será la suma de las dos áreas: 


A(6W) = A(S1) + A(52). 
Se calcula cada una por separado: 
1) AS, la podemos parametrizar con 
$1: D > R?, 6(z, y) = (x,y, £? + y?), 
D-((r,y):2 by? <1}. 


De modo que 
D, = (1,0,2x) u u 3 a 
f IGEA > le x dyl = 202 l = VIFF) 
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Figura 5.26: Superficie frontera de 
W = e. 2) ER : £? +y? < z< a/r? +y, z> 0) 


Por lo tanto, 


A5) = fff. V/A + A(z? + y?) dedy. 


Como lo que quedó es una integral doble sobre un disco D de R*, se puede hacer un 
cambio de variables (pero es preciso poner atención, ya que se puede hacer porque ya 
no se trata de una integral de superficie) mediante coordenadas polares 


Entonces, 
27 1 
A($1) = J V1+4(a? + y?) drdy, = n / r.y 1 + Ar? drd0 
D Jo Jo 
TCV 
= 2 2 3/2 1 = An 3/2 
= 2mz [(1+4r2)"7) = [5/21]. 


2) A Ss se la puede parametrizar con 


V:D—R?, V(r,0) = (rcos0,rsen(,r) 
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De modo gue, 


{ V, = (cos0,sen0, 1) 


V; =(-rsené,rcos6,0) > ||, x oll 


||(—r cos 0, —r sen 0, r) || 


Por lo tanto, 


A($2) = If rv2drd6 = Vs. 


Finalmente, gueda gue 
4 
A(SW) = E. |? — 1] + Vān. 


5.2.4. Prāctica 


1) Parametrizar las siguientes superficies. Realizar un grāfico aproximado y determinar 
cuāles son superficies cerradas. 


dà z=2cn0<rx<31<y<1 


b) £x +z = 6,con—1 < y < 0;x,z > 0 


c) x + 3y + z = 2, en el 1er octante 


d) z? +2? = 1,conz > 0y—-3 <y <1 


e) £? + y? + 2? = 6, enel ler octante 
D (x-1)? +(y+1)? +2 =4 
9) y = Va? + 22, cony <4 

h) z = z? conz? +y? <1 

) z--2—z?--y?,conz <3 

D y +42” -4,cn-2zzx3 


k) La superficie frontera del sólido definido por z < 5 — xz? — y?yz > 0 


2) Para las superficies de los ejercicios 1 y 2 que se indican hallar, si es posible, los planos 
tangentes y vectores normales en los puntos P sefialados. 


(Den P = (1,0,2), (IV) en P = (0,—1,1), (V) en P = (0,0, V6), (VII) en P = 
(1,1, V2), 
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5.3. Integrales sobre superficies de funciones escalares 


Al definir integral de trayectoria en el capítulo 4 tomamos como referencia inicial lo hecho 
previamente para la longitud de arco. En analogía con esto, la definición de área de una su- 
perficie S hecha en (5.2.3) podría motivar la definición de integrales sobre superficie de cam- 
pos escalares. Esto es porque puede interpretarse que el área de S es una integral sobre dicha 
superficie de la función escalar f(x,y,z) = 1. De este modo, se puede realizar la siguiente 
definición. 


Definición 5.3.1. Sea S una superficie paramétrica imagen de® : D C R? > S diferenciable, y 
sea f un campo escalar definido y acotado en S. La integral de superficie de f : A C IR? > Rsobre 


Doo fps fe 


Esta definición asegura que una integral sobre una superficie parametrizable S es igual 
a una integral doble sobre el dominio de una parametrización de S. Se puede notar que, si 
f(x,y, z) = 1, se tiene la definición de área de la ecuación (5.2.3): 


»- [f 


El siguiente teorema exhibe algunas de las propiedades básicas que cumplen las integrales de 
superficie sombre campos escalares. 


dudu. (5.3.1) 


a dudu. 


Teorema 5.3.2. Sean f y g campos escalares, S superficie regular. Entonces se cumplen las siguientes 


propiedades: 
I] af +bgds =a ff fas s |] gdS, 
S S S 


Va,b ER. 


1) Linealidad: 


2) Aditividad: SiS = S, U Sə con S, y S2 no solapadas, es decir que a lo sumo tienen como 
intersección una curva, y regulares (S se dice regular a trozos), 


[fe i5 Jf ras ff. fds. 


Las aplicaciones físicas de este tipo de integrales son múltiples, abarcando desde el cálculo 
del area superficial hasta el calculo de un centro de gravedad y momento de inercia. 


Ejemplo5.3.3. Sea S = {(x,y,z):z=4-—y?,z>1,-2<a< 2).Calcular ff, xydS. 
La condición z = 4 — y? corresponde a una parábola para cada x € [—2, 2], de modo que es 
un cilindro parabólico, bien llamado canaleta. La condición z > 1 permite que sea una super- 
ficie acotada y su gráfico es el de la figura 5.27. Para calcular Jlo xy dS, por definición según 
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la ecuación (5.3.1), se necesita una parametrización de la superficie S. Para ello, se puede ob- 
servar que 


z 
—2 <x<2. 


=4-Y Az2l1>4-y21>32y7 > —V8<y<V3 
entonces P(x, y) = (r,y,4— y?) resulta parametrización de S si 


= 


—2<7<2. 
Entonces, 


2 pv3 2 4/3 
I] ayds = / / zy. ||®, x ®,|| dydz = J i zy. v 4y? + 1dydx 
S -2/-V3 — —2J-V3 
=/4y?41 


i f. £ [(4y? + gar 
E 


dx —0 
y=—V3 


Figura 5.27: Superficie S = ((x,y,2):z —4— y 


u-cv,u—wv,u?—v 


Ejemplo 5.3.4. Sea S la superficie imagen de la función w : [0,4] x [0,4] + R?, definida 
por j(u, v) = ( 


?).Si f(x,y,z) = Va? +y? + 1, calcular ff. f 8. 
S = Im(w), o sea que y es una parametrización de S. En este caso, puede ser algo en- 


gorroso sise intenta a graficar esta superficie. Además, todo lo que se necesita para calcular la 
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integral está dado, por lo cual 


JI. pu [ ra Va? +P +1. [lu x Yull dudo. 


Como 
Pu =(1,1,2u 
{ by = _1 35 > |u x By] = ||(—2v + 2u, 2u + 2v, —2)|| 
= 2V2u? +w? +1, 
entonces, 


4 p4 
| | Viet eame +207 eus 


= [ E Qu? + 27? + Var + 20? +1|. dudu 
= of [i (2u? + 2v? + 1)dudv 
0 0 


2144 
3^ 


Queda como ejercicio para el lector comprobar este resultado (se le sugiere verificar que 
esté bien calculada la integral). 


frs 


Ejemplo 5.3.5. Ahora se considera la superficie S del ejemplo 5.2.14, que era una superficie 
compuesta por dos superficies simples, el cono y el paraboloide, que no se superponen, salvo 
en la curva x? + y? = 1conz = 1, que es el borde de ambas (pero es una región de contenido 
nulo). Sisetieneuna función escalar f definida sobre estas superficies, entonces por aditividad 


se cumplirá que 
fas = | tas | f ds. 
S $1 S2 
Ejercicio 5.3.6. Calcular 


J +4s= fff pas |f f dS, 


con $1, S2 del ejemplo 5.2.14 y f como la del ejemplo 5.3.4. 


5.3.1. Práctica 
Integrar los siguientes campos escalares sobre las superficies indicadas. 
1) f(z,y,z) = 2? + y?, sobre la esfera x? + y? + z? = 2. 
2) f(x,y,z) = zsobre S = ((z,y,2 E€ R? : 2=2—2?— y?,2 > 0). 
3) f(x,y,z) = y^, sobre el cilindro x? + y? =7,-2<2< 1. 


4) f(x,y,2) = y?, sobre la superficie frontera del sólido definido por z? + y? < 7, 
—2<z<1. 
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5.4. Integrales sobre superficies de funciones vectoriales 


5.4.1. Superficies orientables y cambio de representación paramétrica 


Ya vimos en la primera sección de este capítulo que, para cada punto de una superficie, 
existe una dirección que es perpendicular a la superficie y que pasa por dicho punto. Al vec- 
tor unitario de esa dirección se lo denomina vector normal y su existencia es independiente de 
cualquier parametrización (es decir, existe sin necesidad de parametrizar la superficie). Ade- 
más, dicho vector normal unitario no es único (ya que, dada una dirección, existen dos posibles 
sentidos). 


Definición 5.4.1. Una superficie S se dice orientable si, al recorrerla regularmente, la orientación de 
los vectores normales es siempre la misma. 


Siempre que se piense en vectores normales se los piensa anclados en el punto de la su- 
perficie, pero cuando se los describe de la forma (n, n2, ng), esta forma los concibe con su 
origen en el (0, 0, 0). 

Los vectores normales a una superficie en cada punto tienen dos posibles sentidos ünica- 
mente. Una superficie orientable conservará alguno de los sentidos siempre. Un ejemplo de 
superficie que no es orientable es la denominada “cinta de Moebius’ (ver figura 5.28), ya que si 
se camina por ella saliendo de un punto, al recorrer y volver al mismo sucede que se llega desde 
el otro lado de la superficie. 

Una superficie orientable debe cumplir que tenga lo que comúnmente se denominarían 
“dos lados”, que en el caso de la cinta de Móebius no existen. 


Figura 5.28: Cinta de Mčebius 


En el transcurso de este y los siguientes capítulos trabajaremos únicamente con superfi- 
cies orientables, de modo que en todos los casos podamos determinar su orientación a través 
de sus vectores normales. Convendría en este momento presentar algunos ejemplos de orien- 
taciones. 


1) Enel caso de la esfera unitaria de ecuación £? + y? + 2? = 1, existen dos orientacio- 
nes posibles de los vectores normales: por un lado, cuando los vectores apuntan hacia 
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el origen o centro de la esfera, en tanto que la otra orientación posible es aquella en la 
que todos los vectores normales apuntan hacia “afuera” de la esfera (ver la figura 5.29). 


Figura 5.29: Orientaciones posibles en la esfera 


2) En el caso de un disco o de una porción en el plano xy existen dos posibilidades: que 
apunten hacia "arriba", es decir que el vector normal tenga tercera coordenada positiva 
(al decir esto siempre se tiene en cuenta al vector normal anclado en el origen), o que 
apunten hacia abajo (tercera coordenada negativa). En ambos casos setrata de vectores 
constantes con primera y segunda coordenada nula (ver la figura 5.30). 


Figura 5.30: Orientaciones posibles del disco 
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3) 


4) 


5) 


Cuandosetrata de una superficie porción de algún plano de ecuación ax +by+ cz = d, 
a,b,c,d € R, el vector normal tiene igual longitud y dirección para todo punto de la 
superficie, o sea que es constante. Lo ünico que cambia es su sentido, segün se tenga 
una u otra orientación. Como el vector normal del plano es n = (a, b, c), el de norma 


es ——. Se pueden ver las orientaciones en la figura 5.31. 


Imi 


En el caso del paraboloide z = x? +y*, las orientaciones también son dos: una es la que 
cumple que sus normales apuntan hacia el eje de simetría, o mejor dicho, que tienen 
tercera coordenada positiva, y la otra es la que los normales tienen tercera coordenada 
negativa. En este caso, el vector normal cambia de dirección en cada punto, pero siempre 
cumple una de las dos condiciones, incluso en el vértice del paraboloide (ver la figura 
5.32). 


Más en general, si una superficie es orientable y conexa, solo hay dos orientaciones po- 
sibles. 


Figura 5.31: Orientaciones posibles del plano ax + by + cz = d 


Como vimos en la primera sección de este capítulo (ya visto en el caso del cono y de un 
plano, por ejemplo), una superficie S puede tener muchas parametrizaciones. Cada parame- 
trización tiene el producto vectorial fundamental, que actúa como vector normal. Ese producto 
vectorial puede no tener norma 1 pero siempre tiene la misma dirección que el vector normal a 
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Figura 5.32: Orientaciones posibles del paraboloide z = x? + y* 


f 


41 


1 


AENEA Y 


la superficie. El sentido de este vector producto fundamental marcará si la parametrización re- 
corre la superficie preservando (o no) el sentido dela misma. Se ilustra esta idea en el siguiente 
ejemplo. 


Ejemplo 5.4.2. Si se tiene al paraboloide z = x? + y? orientado con normales con tercera 
coordenada positiva y se piensa en la parametrización P(x, y) = (x, y, x? + y?) con (x, y) 
en el disco unitario de R?, se tiene que 


ij k 
2, 


0$ 00 o(z^ ey Pur 
z Y dr Oy (z+) 0 1 2y 
Oy Oy Ov 
Como la tercera coordenada de oP x p es 1 y es positiva siempre, entonces esta parametri- 


zación preserva la orientación de la superficie. 
Sin embargo, si se considera la parametrización 


V:D—R?, V(z,y) = (rsen6,rcos0,r?) 


O<r <oo 
0 € 0 € 27, 


5 
II 
n= 


de modo que: 


{ UL = (sen, cos 8, 2r) => V, x Yy = (2r? sen 0, 2r? cos 0, —r) 


Wo =(rcos6,—rsen ð, 0) 
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ycomor > Osetiene que V invierte orientación de S, dado que tiene el vector normal con 
tercera coordenada siempre negativa. 


5.4.2. Integrales de superficie 


Así como definimos previamente integrales sobre campos escalares, se puede definir sobre 
funciones vectoriales. 


Definición 5.4.3. Sean S, una superficie regular y orientable, y F : A C IR? — R? una función. 
Definimos la integral sobre S de F como 


|| ras= f| ras. 


con N un vector normal a S de norma 1 y S orientada. 


Podemos observar que el producto escalar F.N da una función escalar, asi que la integral 
sobre campos vectoriales se define luego por medio de lo definido en las secciones anteriores 
de integrales sobre campos escalares. El problema de esta definición radica en la dificultad de 
determinar el vector N, por lo cual se plantea la siguiente definición, de mayor utilidad. 


Definición 5.4.4. Sean S, una superficie regular y orientada, y F : A C IR? + IR? una función. Si 
$:D C R? — R? esparametrización regular de S que preserva su orientación, se define la integral 


de F sobre S 
0^ OD 
J| ras- J ro wo) (FE x 22) dudu. 


En esta segunda definición, que es mucho más operativa que la primera, se calcula una 
integral de superficie a través de una integral doble sobre el dominio de la parametrización. 
A continuación presentamos dos observaciones importantes. 


Observación 5.4.5. (Independencia de la parametrización) Si b : Dı C R? > RV : 
D» C R? + R? son dos parametrizaciones regulares de una superficie S orientada que 
preservan su orientación, entonces, 


JĀ Fas J, re ,0)). (Z> 7x) dudu 
JI, F (WV (u, v)). (Zx 2) dudv. 


Es decir, que la integral no depende de la parametrización elegida. 


Análogamente a lo que sucede con curvas, si se integra sobre campos escalares, no impor- 
ta la orientación de la superficie y tampoco importa si la parametrización preserva o no di- 
cha orientación. Pero cuando se trata de integración sobre campos vectoriales, la orientación 
se torna crucial. Afortunadamente, la diferencia entre orientaciones estará dada solo por un 
signo, como se muestra en la observación siguiente. 
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Observación 5.4.6. (Independencia relativa de la parametrización) Si 6 : Dı C IR? + R? 
y Y : D; C R? + R° son dos parametrizaciones regulares de una superficie S orientada 
tales que P preserva su orientación pero V la invierte, entonces, 


0d 09 Ov Ov 
J, re (u,v) ICE ZE) aude - JJ, ro wa» (FE x o.) dudu 
eS vu 
=; F.dS = [op F.dS 


> ff ri - - ff ras 


En este texto no probaremos estos hechos. El lector puede encontrar demostraciones y pro- 
fundizaciones de estos hechos en Apostol, 2002 [2] y Marsden y Tromba, 1991 [6]. 

Aquí enunciamos algunas de las propiedades que cumplen las integrales de superficie so- 
bre campos escalares. 


Teorema 5.4.7. Sean F y G campos vectoriales, S superficie regular. Entonces se cumplen las siguien- 


tes propiedades: 
J/ (a.F + b.G).dS = aff FAS +» | G.dS; 
S S S 


Va,beR 


1) Linealidad: 


2) Aditividad: Si S = Sı U S» con S y S2 no solapadas y regulares, 


Jfr- ff ras+ Jf nae 


Con todo lo anterior podemos abordar algunos ejemplos. 


Ejemplo 5.4.8. Sea S la superficie determinada por z? + 2? < 4,y + z = 2, orientada de 
modo que las normales apunten hacia la derecha vistas desde el eje positivo de las x. Calcular 
I Ta (£Y, z, £).d5. 

En este caso se trata de una elipse plana, dado que es una superficie que se encuentra en 
el plano y + z = 2y que tiene sombra en el plano y = 0 al disco de radio 2 y centro en el 
origen (o bien, se puede pensar como el corte plano e inclinado de un cilindro macizo). En la 
figura 5.33 se marcan también los vectores normales a modo de ilustrar la orientación de la 
superficie. Se puede advertir que los normales tienen la misma dirección y sentido para todo 
punto (es la misma dirección que el vector perpendicularal plano y 4- z — 2), y que siempre 
la tercera componente del vector es positiva. 

Como y — 2 — zylasombraen el plano zz esun disco, una parametrización posible es 


$(r, 0) = (rcos0,2 — r sen 0, rsen) 


0 <r<2 
p={ 0 <0< 27. 


con 
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Hay que fijarse si P preserva orientación de 5: 


| O AI => ®, x a = (0, —r, —r ) > no preserva. 
NI 


Y, -—(-rsen0,—rcos0,r cos 0) 
<0 
Por lo tanto, 
27 
J FdS = -f f (r? cos 0 sen 0, 2 — r sen 0, r cos 0).(0, r,r) ddr 
S 
27 27 
= d I 2r — r?° sen 0 + r? cos 6 düdr = — [ / 2r dūdr 
— [27.r?] Is = —87. 


Figura 5.33: Superficie orientada determinada por x? + 2? < 4,y +2 — 2 


Definición 5.4.9. El flujo de un campo vectorial es una magnitud escalar que se define como la inte- 
gral del campo vectorial sobre una superficie orientada. Esto es 


Flujo de Fa traves de S = J/ F.dS. 
S 


Ejemplo 5.4.10. Calcular el flujo de F(x, y, z) = (0, 0, es" (29)) sobre 


S-—í(z,y2):a*^4-9* 29,|z| &y,-1€ 2 € 1], 
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orientada con normales apuntando hacia el origen. 

Por la definición anterior, el flujo está dado por la integral de F sobre la superficie S, así 
que hay que pensar de modo similara lo hecho con anterioridad. En este caso, la superficie se 
trata de una porción del cilindro circular z? + y? = 9con —1 < z < 1. La condición |x| < y 
eseguivalentea —y < x < yyes una restricción para la superficie. Con esto, queda un cuarto 
de cilindro (ver figura 5.34). 


Figura 5.34: Superficie 
S={(a,y,2): £? +y =9, |z| <y,-l<z<1} 


Como z es variable y el radio r = 3 del cilindro es fijo respecto de su eje de simetría (que 
es el eje z), se puede pensar en la siguiente parametrización: 


$(0, z) = (3 cos 0, 3sen0, z), 


con 


Hay que fijarse si ® preserva la orientación de S: 


Es = (—3sen 0, 3cos 8, 0) > Do x ®, = (3cos0,3sen 0,0). 


6, = (0,0,1) 
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1 1 
Sise toma cualquier punto de la superficie tal que 0 = 3 (Por ejemplo, ® G 3 = (o. 1, 3) 


se tiene que By x O, (E 2) = (0, 3, 0), que es un vector que no apunta hacia el origen de 


coordenadas. Si lo cumple en esos puntos de S, lo cumple para toda la parametrización, por- 
que esta es regular. De modo que ® invierte orientación de S. Con esto, 


Flujo de F a traves deS = n F.dS 
S 


-Jf (0, 0, esen(300s9,3 sen 0)) (3 cos 9. 3 sen 0, 0) dA = 0. 
D 


Ejemplo 5.4.11. Calcular el flujo del campo F(a, y, z) = (x cos y, x, xz) a través de la por- 
ción de la superficie z = sen y con (x, y) en [0,2] x [0,7] orientada según un campo de 
vectores normales unitario continuo N que verifica N (1, 7/2, 1) = (0,0, —1). 

La superficie z = sen y es una especie de sábana trigonométrica: para cada x se tiene 
la curva z — sen y, así que es una especie de cilindro en el que la curva es la imagen de una 
función trigonométrica. La sombra da S en el plano xy es el rectángulo [0, 2] x [0, m]. Todo 
esto se puede visualizar en la figura 5.35. 

Una parametrización relativamente visible es la siguiente 


B(x, y) = (x, y, sen y), 


con 
0<x<2 
D=ļ 0S<yS<n. 


Para ver la orientación de la parametrización, se mira el vector normal: 


Y, = (10,0) _ 
| $. = (0, Ley] => 6, x @, = (0, — cos y, 1). 
En este caso, la orientación está dada segün cómo es el vector normal en un punto en concreto. 
El punto (1, 7/2, 1) € S pues verifica todas las condiciones que la determinan. Pero además, 
existe (zo, yo) € D tal que (z0, yo) = (1, 7/2, 1), pues si no fuera asi Im(®) £ S. Para 
comprobar lo de la orientación se debe hallar (xo, yo) y luego evaluar a ®,, x Ē, en ese punto 
de D: 


XO = 1 
®(x0, yo) = (1,7/2,1) & yo =1/2 
senyo =1. 


La igualdad entre vectores es componente a componente, de modo que (zo, yo) = (1, 7/2). 
Con esto, 
®, x $,(1,7/2) = (0, — cos 1/2, 1) 


y se tiene que invierte orientación pues el normal tiene el sentido contrario al pedido en el 
enunciado (esto se podía ver rápidamente cuando se obtuvo P, x ®,,, ya que la tercera coor- 
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denada era constante y negativa, así que nunca podría tomar valores positivos). Por lo tanto, 


2 T 
n FdS = -f n (x cos y, x, x sen y).(0, — cos y, 1) dydx 
S 0 Jo 


2 T 
== J xseny — zv cosy dydx 
o JO 
2 


= / x(cos r — cos 0) dz = [-7*], = —4. 
0 


Figura 5.35: Superficie z = sen y con (x, y) en [0, 2] x [0, 7] 


Ejemplo 5.4.12. Sea S la superficie determinada por z = x?+y?—yey+z < 2orientadacon 
vectores normales tales que su tercera coordenadaes positiva. Si F(x, y, 2) = (y, x + 2, z — 2) 
calcular ff¿ F.dS. 

La expresión z = x? +y? — y puede reescribirse si se completan cuadrados de la siguiente 
manera: 


z=% +y —ytl—-l=2?4+(y-1)?-1>2+1=274+(y-1)’. 


De modo que la nueva expresión describe un paraboloide con eje de simetría (0, 1, z), que es 
paralelo al eje z. Además, su vértice es el punto (0, 1, — 1). 

Por otro lado la condición y +2 < 2esel semiespacio determinado porel plano y+z = 2 
que contiene al (0, 0, 0). Con esto, S tiene un gráfico como el de la figura 5.36. 

Como 


{ z =r +y -y 


"A oy eS C Ee 
-——— —Z2-y-—-yz2—-ycz'-y <2, 


esto dice que la sombra de esta superficie en el plano xy es el disco de centro en el origen y 
radio V2. Con esto, una parametrización posible de S es 

V(r,0) = (rcos0,rsen0,r? — r sen 8) 
con una sombra 


p={ 0<r< v2 


0 € 0 € 2n. 
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Corresponde destacar que hay otras parametrizaciones que podrían usarse, por ejemplo, 
V(r,0) = (rcos0,rsen6 - 1,7? — 1), 


pero el dominio de esta parametrización no sería una circunferencia sino una elipse, lo cual 
puede complicar mucho las cuentas. Entonces, tomando como parametrización, se puede 
ver si esta preserva o no la orientación de S: 


| la = oed connu) => 0, x $$ = (—2r? cos 0, r — 2r? sen, r). 


Vo = (-rsen(,rcos0,—rcos0) 


Como la tercera coordenada de ®,. x Py es mayor o igual a 0, se tiene que P preserva orienta- 
ción de S. De modo que, 


JĀ FdS = If F(9). (9, x Po) drdd 


I] (r sen 0, r cos 0, r? — rsen 0).(—2r? cos0,r — 2r? sen 0, r)d0dr 
D 


V2 27 
ri | —Ar? sen 6 cos 0 + r? cos 0 — r? sen 0 + r? ddr 
0 0 


v2 rā 
— 2m / r? dr = 2m. B = 2m. 
0 4 


Ejemplo 5.4.13. Sea F(x, y, z) = (z, 1, y). Calcular ff; F.dS si S es la superficie definida 
como 


S —((z,452): £? +y?+(z-1)? =1, ly < x], 


orientada con normales con primera coordenada positiva. 

Se trata de una porción de la cáscara de la esfera de radio 1 y centro (0, 0, 1). La desigual- 
dad |y| < x, que se toma sobre la cáscara esférica, es equivalente a —x < y < zx, loque 
finalmente deja una superficie que es un cuarto de gajo esférico (ver figura 5.37). Para para- 
metrizar esta superficie se puede pensar en parametrizar la esfera corrida del origen y luego 
lograr la acotación restringiendo los rangos de 9y 0: 


$(0, à) = (cos O sen d, sen 0 send, 1 + cos) , 


con 


El vector normal de la parametrización es 


Py x Py = (— cos f sen? y, — sen 0 sen? $, — sen ¢(1 + cos ¢)) 
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Figura 5.36: Superficie determinada por z = 2? + y? — yey +z < 2 


y la primera coordenada es — cos Ó sen? $, que cumple 


cos 0 >0V0 € [-7,7] 
—senü <0,V¢e [0,7], 


lo cual la hace negativa, así que ® invierte orientación de S. Con esto, 


JĀ F.dS “ff (cos 6, 1, sen 0 sen à). 


(— cos 0 sen? $, — sen O sen” ¢, — sen $(1 + cos 9)) dA 


ux 


sen? à cos $(cos 0 + sen 0) + sen? (cos 0 + 2sen 0)d0d? 


= - [| VEcosøsen? ó- Vēsen? odó 
0 


1 1 T SIr 
- VE [seno 5 (6 uk 9 


Observación 5.4.14. Sila superficie es una porción de plano, el vector normal es constante para 
todo punto de la superficie. De hecho, no serequiere deuna parametrización para poder saber 


qué dirección y módulo tiene. Entonces, si se tiene que calcular Lis F.dS y S es una porción 
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Figura 5.37: Superficie S = ((x,y,2): a? +y? -(z—1)? — 1, ly] < x} 


del plano de ecuación implícita ax + by + cz = d se tiene que un vector normal unitario a S 
es N = .—  — — (a, b, c). Se puede suponer que ese N apunta en el sentido en el que está 


(a, b, c)] 


orientada la superficie (sino, se cambia el signo). Retomando la definición 5.4.3, queda que 


n F.dS "i Ends = || (EPI (has 


1 
= JI. [[(a, >, O] [a F], T dE) T cF3| dS. 


1 
| | CTI 
Esta integral se puede calcular parametrizando a S pero sin preocuparse de si preserva o no 
orientación, dado que se trata de una función escalar y no vectorial. 


Lo que queda es una integral sobre el campo escalar f = [aF, + bF + cF3]. 


Observación 5.4.15. Es importante tener en cuenta que la observación anterior solo se puede 
aplicar en el caso de que los vectores normales sean constantes (como se mencionó, en el caso 
de superficies planas). Si la superficie no es plana no se puede fijar un vector normal unitario 
N que sea perpendicular a la superficie para todo punto de ella. 
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En el caso del ejemplo 5.4.8, el vector normal a toda la superficie en el sentido que está 
1 1 


BP 


JĀ ras= |] (aux). (0 5.4) as= (| + as 


y luego se puede resolver con mucha mayor facilidad la integral que queda (debido a que ya 
no hay que hacerse problema por la orientación de la superficie). 


orientada la superficie es N = (o. ) . Entonces, queda 


Ejemplo 5.4.16. Calcular el flujo saliente de F (x, y, 2) = (y, z + 1, x) la superficie frontera 
del tetraedro en el primer octante x + y + z < 1. 


Figura 5.38: Superficie frontera del tetraedro x + y + z < 1yorientación 
externa 


El flujo saliente de una superficie cerrada quiere decir que las normales apuntan hacia 
afuera del sólido (se dice que S está orientada hacia afuera o exteriormente). En este caso, el 
tetraedro tiene cuatro caras o superficies triangulares planas, de modo que las orientaciones 
en cada cara están inducidas por la que tiene la superficie mayor que las contiene. Para mayor 
comodidad, se escribe 

S = S1 U S2 U S3 U S4 


y, entonces, 


i F.dS = n Fas + | Fas + | ras + [f F.dS, 
S $1 So S3 S4 


con las orientaciones de cada cara marcadas en las figuras 5.39a, 5.39b, 5.40a y 5.40b. De es- 
te modo se calculan cuatro integrales de manera separada. Al ser todas las caras planas, los 
vectores normales en cada una de ellas permanecen constantes. 
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1) 


2) 


3) 


4) 


$1: el vector unitario normal a todo punto de la superficie que preserva la orientación 
heredada por S es (0, —1, 0). Se parametriza con 9, (a, z) = (x, 0, z) y su sombra en 
el plano xz es ella misma, 


Entonces, 


JI. Fas 


I] (+ 1,a)(0,-1,0)dS = ff ake tas 

S1 S1 
1 pl-2 1 4 an2 

= l1 -:- Mis = | 2a E Purdue 
0 Jo 0 2 3 


$5: el vector unitario normal a todo punto de la superficie que preserva la orientación 
heredada por S es (—1, 0, 0). Se parametriza con ®2(y, 2) = (0, y, z) y su sombra en 
el plano yz es ella misma, 


Entonces, 


| F.dS 
So 


I] (y,z+1,x).(—1,0,0) dS = I] —ydS 
S2 S2 

1 pl-y 1 1 
f | -vdzdy = | -y+y dy ==> 
o Jo 0 6 


$3: el vector unitario normal a todo punto de la superficie que preserva la orientación 
heredada por S es (0, 0, —1). Se parametriza con Dz(x, y) = (x, y, 0) y su sombra en 
el plano xy es ella misma, 


| 


Entonces, 


/ FS 
S3 


n (y,2+1,2).(0,0,-1) 45 = ff x dS 
S3 S3 

1 pla 1 1 
/ / -sdydz = | z—z^dr—-—-. 
0 Jo 0 6 


Sa: esta superficie se parametriza con ®4 (x, y) = (a, y, 1 — x — y) y su sombra en el 
plano zy es Dz. Además, ®, x ®, = (1, 1, 1), el cual claramente preserva orientación. 
Entonces, 


1 1—x L 1—x 
I] ras = | / (y. — 2 — 2) 0.1, dta = f I 2dydx = 1. 
S4 0 Jo 0 Jo 
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Finalmente, 


Figura 5.39: Bordes S, y S» del Tetraedro 
W = {(z,y,z) ER? : +y +z <1, x,y,z > 0} 


(a) S1 (b) S2 


Figura 5.40: Bordes S; y S, del Tetraedro 
W = ((x,y,2)€ R*: e+yt+2<1,2,y,2>0} 


(a) S3 (b) S4 


kp —— 


pēs + Ty a 
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5.4.3. Practica 


Calcular el flujo de F a través de S en los casos indicados. 


1) F(x,y,z) = (x,r-- y, x +y 2) através de la porción del plano z + 2y +32 = 1 
que se encuentra en el primer octante, orientada con las normales hacia arriba (o sea, 
con la tercera componente de los vectores normales positiva). 


2) F(x,y,2) = (2xy, 2xyz, zxy?) a través del trozo de cilindro de ecuación 1? + y? = 
4, en el primer octante, con z < 5 orientado con un campo de vectores normales con 
primera coordenada negativa. 


3) F(x,y,2) = (y, —, z) através de z = £? + y? con 2? + y? < 4y orientada con un 
campo de vectores normales que apunta hacia arriba. 


4) F(x,y,2) = (xy, z, y)atravésdelafronteradelcuerpolimitadoporz—y < 1,z < 1 
en el primer octante orientada con el vector normal exterior. 
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Parte III 


Teoremas de integración 


Capitulo 6 


Teorema de campos conservativos 


6.1. Introducción 


En este capítulo veremos una forma de calcular integrales de línea en algunos casos particula- 
res, para lo cual primero introduciremos una definición y el teorema principal. Luego analiza- 
remos varios ejemplos. 


Definición 6.1.1. Sea F : A C R” — R” un campo vectorial conn € N fijo. Se dice que F es un 
campo conservativo si existe f : B C R” — R escalar tal que 


of ar) 


F(g1, ..., Tn) = V f (21, utin) = Ge ..., cm 


Es decir que F es el campo gradiente de f. A f se llama función potencial. 


A lo largo de este texto consideraremos n = 2 0 3, ya que solamente trabajaremos con 
curvas en el plano o en el espacio. 


Teorema 6.1.2. Sea F : A C R” — R” un campo conservativo y sea C una curva C! a trozos 
orientada desde un punto inicial hasta otro, llamado final. Entonces, 


f F.ds = / V f.ds — f(puntofinalde C) — f(puntoinicial de C). 
[o c 


Observación 6.1.3. El teorema 6.1.2 asegura que, si el campo es conservativo, lo único que 
importa son los puntos iniciales y final de la curva, por lo que se podría cambiar el camino 
(tomar otra curva), con los mismos puntos de partida y de llegada y la integral no cambia- 
ría. Por ejemplo, si F(x,y) = (2x,2y), F : R? + R?, este resulta ser conservativo pues 
f(x,y) = x? +y? cumple que V f = F. Si se pide calcular la integral de F sobre C, la media 
circunferencia unitaria z? + y? = 1, con y > 0, orientada de derecha a izquierda, se tiene que 
(1, 0) y (—1, 0) son los puntos inicial y final, respectivamente. Por el teorema 6.1.2, vale que 


[ Fas = | vrs = f(-1,0) — f(1,0). 
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Pero si se pidiera calcular la integral de F sobre C4, segmento y = Ocon—1 < x < 1, 
orientado del mismo modo, se tendría también que 


F.ds = f(—1,0) — f (1,0). 


Ci 
[ Fds= | F.ds. 
C C1 


Las funciones gue cumplen con esto tambiēn se denominan funciones de estado, en las gue 
solo importan los estados inicial y final. 


Por lo tanto, 


Figura 6.1: Distintos caminos que van desde (1, 0) hasta (—1, 0) 


En el ejemplo de la observación sabíamos de antemano que el campo era conservativo. 
Una pregunta natural que surge en este momento es: ¿cómo se constata que un campo F da- 
do resulte o no ser conservativo? Si se pudiera detectar esto, entonces el teorema 6.1.2 tendría 
utilidad. El siguiente teorema da un criterio para saber si un campo no es conservativo (o sea, 
un criterio de descarte). 


Teorema 6.1.4. Sea F : A C R" > R” una función C" definida sobre un dominio A sin “agujeri- 
tos”. Resultan equivalentes las siguientes proposiciones: 


1) F = (FA, ..., Fn) es conservativo. 
2) La derivadas parciales cruzadas son iguales, esto es 


OF, OF; 
OT; 7 Ox; 


Vi <i,j<n. 
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Corolario 6.1.5. El criterio del teorema 6.1.4 para detectar si un campo es o no conservativo se traduce 
en IR? y R? de la siguiente manera: 


1) F = (F, F2) : A C R? > R? AA era = a 
Oy Ox 
OF, OF) 
E EI 
2) F = (Fi, Fo, F) : B C R? 4 R° es conservativo < a = OF; 
dk, dE 
LEUR 


Un comentario no menos importante es que, en general, la implicación (1) — (2) del 
teorema 6.1.4 siempre vale. En cambio, (2) — (1) puede llegar a ser falsa cuando el dominio 
de la función no cumple con lo pedido. En esos casos, si el campo no verifica la condición de 
las derivadas cruzadas no será conservativo, pero si las cumple, se deberá probar que existe 
(o no) una función potencial, construyéndola (o sin poderla construir). En este texto siempre 
trabajaremos con campos cuyo dominio no presente esas complicaciones. 

A continuación iremos resolviendo ejemplos variados relacionados con este tema. Vere- 
mos cómo, además de probar que existe un campo conservativo, se lo reconstruye a partir de 
su campo gradiente. 


Ejemplo 6.1.6. Calcular |, F.dssi C eslacurvaimagen dela función a(t) = (t cos t, t sen t), 


0xt x 4n,y F(x,y) = (y+2xe" + x — sen y). 


x 
x? +2' 

En primer lugar, aunque probablemente no sea necesario, se puede pensar en graficar C, 
ya que a(t) = t.(cost, sen t), lo cual implica que es tomar a los puntos de la circunferencia 
unitaria descripta por (cos t, sen t) y multiplicarlos por t, es decir, por su argumento o ángulo. 


Por ejemplo: 


A medida que crece t los puntos se van alejando del origen. Es una especie de remolino o hélice 
(ver figura 6.2). La orientación de la curva está dada por la parametrización, la cual es regular 
(esto deberá ser comprobado por el lector), y como a(0) = (0,0) y a(4m) = (47,0), se 
puede decir que C va desde (0, 0) hasta (47, 0). 


Por otra parte, la función F = (F1, F2) cumple que 


a ( 9 a? 2x ) 

y+2xe” 4 

OF, _ 2242 =] - OF, OF» 

Oy Oy "Oy Or” 
OF, _ O(a —seny) 1 Oy Of 

Or Ox 
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Por el teorema 6.1.4, existe f : A C IR? + R?talque V f = F. Para hallar f se puede pensar 
en esta reconstrucción a partir de su gradiente F, que es el único dato de f que se tiene. Como 


Vis (5 a) = (F1, Fa), se puede calcular f en dos pasos: 


Ox’ Oy 
of 
= ae F, entonces, 
D n S fa dx 
Ox 
—— 


2 2x 
= Fi dz = 2xe" + —— d 
How = | Eas | aem + Edo 
y se calcula la integral indefinida de la expresión de la derecha teniendo en cuenta de 
que la variable y resulta una constante respecto de la variable x: 
f(x,y) = ya + ga In(a? + 2) + cly) 


lafunción c(y) es laconstante de integración respecto de x, pero podria no ser constante 
respecto de y, por eso se le pone ese nombre. 


" » = Fy, pero ahora ya se tiene del paso anterior una parte de f dada de forma explí- 
cita. La idea es utilizar esta segunda igualdad para saber cómo debe ser c(y): 
x 2 
2; i 8(yz-e m +2)+e(y)) = x +c(y) E zi = 
Fə =x-—seny y 
=> r-—seny- F> 
=> d (y) = —seny. 


Ahora se integra respecto de y para obtener c(y): 
ji c (y) dy = n => c(y) = cos y + cte. 


Por lo tanto, hay una familia de funciones potenciales f, dada por la forma general: 
f(x,y) = ya + e + ln(x? + 2) + cos y + cte, 


con cte € R. Para cada constante cte hay una función potencial distinta. 
Finalmente, aplicando el teorema 6.1.2, queda: 


[Pas = f(punto final de C) — f(punto inicial de C) = f(47, 0) — f(0,0) 


= ge In(16m* + 2) -- 14- cte — (1 4-In2 4- 1 4- cte) 
= een? + In(1677 + 2) + In2. 


228 


Tamara P Bottazzi 


Figura 6.2: Curva imagen de la función a(t) = (t cost, tsen t), 0 < t < dr 


Ejemplo 6.1.7. Sea C la curva determinada por la intersección de x? +2? = 9y z +y = Ocon 
y < 0, orientada de izquierda a derecha observada desde el semieje positivo de las y. Calcular 
Jo F ds. si 


2 
F(ajy,2) = (ueste ey toy") 


La curva en cuestión es una media elipse en el plano z + y = 0, cuya sombra en el plano xz es 
la media circunferencia z? + 2? = 9 con z > 0. Su gráfico se muestra en la figura 6.3. 

Para calcular la integral de línea habría que parametrizar esta curva, pero al armar la inte- 
gral quedaría algo muy difícil de calcular. Por esto, se puede mirar si el campo tiene chances de 
ser conservativo. Para esto se miran las derivadas parciales cruzadas con F = (F1, Fo, F3): 


OF, 0 OF? 
OY 
OE, OB 
E d" 
És OP, 
—— x d 
Oy d 
Por lo tanto, existe f escalar tal que V f = F, es decir que el campo es conservativo. Si se tiene 


en cuenta que el punto final es (—3, 0, 0) y el punto inicial es (3, 0, 0), la integral de línea se 
puede calcular de la siguiente manera: 


/ F.ds = f(-3,0,0) — f(3,0,0). 
C 


Para esto se necesita hallarexplícitamentea f, y la forma de hacerlo es la siguiente: si V f = F 


Of Of x) = (F4, F», F3), de modo que 


entonces, | —, —, — 
(5: Oy Oz 
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of 


— =F, > f = f F dx. Aquí lo único que se hace es integrar respecto de la 
a 


primera variable para intentar recuperar una parte de f: 


f(asy,2)= | KAA = ye + y?ze + Hz). 


En este paso se integró respecto de x, así que las variables z e y resultan constantes. 
Además, al tratarse de integración indefinida, queda una constante, llamada H (y, 2) 
justamente por el hecho de que será constante respecto de x (que es la variable sobre 
la cual se está integrando), pero podría no serlo respecto de z o de y. Si no se considera 
esto es posible que se esté suprimiendo algün término de f y no se podría obtener esta 
función potencial correctamente. 


of 
Oy 


puede colocar en la expresión de la izquierda y derivar luego respecto de y: 


= Fə. Como ya se tiene del primer item una primera parte de f conocida, se la 


Of " alyx + y?zx + H(y, z)) 


+ 2xyz + a 
= T LYS = 
Oy Oy + 


Oy 


y la expresión de la derecha corresponde a F», que es: 


2 
Fa =1+2+2xy2 + no 
Al igualar se obtiene lo siguiente 
OH 2 OH 2 
x+ 2Qeyz+ = =2 42421042 4 2 > =2+ a 
Oy 1+y* Oy 1+y* 


Para saber mejor quién es H se integra ahora con respecto a la variable ya ambos lados 
de la igualdad (lo que había quedado era una ecuación diferencial en derivada parcial): 


OH 2y 9 
—dy= | z+ dy > H(y,z) = zy+In(1+y*) + h(z), 
ay &- | strīdu + Hyd) = zy + In e!) +h), 
cuando nuevamente queda una constante, h, pero respecto de y y de x, ya que H lo 
era previamente. Podría no ser constante respecto de z. La función f hasta el momento 
queda reconstruida de la siguiente manera: 


f(z,y,z) = yx  y^zz + zy  ln(1 +y”) + h(2). 


O . T : 
of = Fs. Se usa toda la información que hasta el momento se tiene de f y se la coloca 


Oz 


en la expresión de la izquierda, como se hizo en el segundo item 


2i _ 8 (ya +y?zx + = +y*) + h(2)) EN 
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F; =y + zy’. 
Ahora se iguala lo anterior 
zy+y+h(2)=y+ay > h'(z) =0 


y se integra respecto de z a ambos lados de la igualdad 


fro dz = J 0dz > h(z) = Cte. 


En este caso, la función h resultó ser una constante respecto de z. 


Finalmente, de igualar las tres derivadas parciales, se pudo reconstruir una familia (infinita) 
de funciones potenciales f que cumplen tener a F como gradiente: 


f(z,y,2z) = yx + yz + zy - In(1- y?) - K, KER. 


Para cada K € R se tiene una función potencial diferente que cumple con lo pedido (o di- 
cho de otro modo: todas la funciones potenciales de F difieren en solo una constante). ¿Cuál 
hay que elegir para hacer el cálculo de la integral? Cualquiera, pues al hacer f (punto final) — 
f (punto inicial) la contante Cte se suma y resta, así que no infiere en el resultado. Por como- 
didad, se elige Cte — 0. Con esto, finalmente se calcula la integral: 


I F.ds = f(—3,0,0) — f(3,0,0) =0 -0 =0. 


Figura 6.3: Curva intersección dez? + 2? = 9A z + y = 0cony < 0 


» 


INA 
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Observación 6.1.8. Si F es conservativo (F = V f) y C es curva cerrada, entonces, 
1 F.ds = f(punto final de C) — f(punto inicial de C) = 0, 
e 


pues punto final de C — punto inicial de C. 


Pero no hay que confundirse, porque no vale la recíproca: si una integral de línea de un 
campo F sobre una curva cerrada C da 0, el campo puede NO ser conservativo (para esto, ver 
el ejemplo 6.1.9). 

Tampoco vale que si una integral sobre un campo conservativo es 0 entonces la curva es 
cerrada (sugerimos al lector pensar en el ejemplo 6.1.7). 


Ejemplo 6.1.9. Calcular Ja F.ds, si F(x, y) = (—y?, 1) y C es la circunferencia unitaria del 
plano con centro en el origen de coordenadas, orientada antihorariamente. 

Una parametrización de esta curva es o(t) = (cost,sent), con0 < t < 27. Esta pa- 
rametrización preserva la orientación de la curva (se sugiere que el lector lo verifique). Por lo 
tanto, 


27 
f F.ds = J F (cost, sen t).(— sen t, cos t) dt 
C 0 
27 
= n (— sen? t, 1).(— sent, cost) dt 
0 


27 27 
= / sen? t teostdt= | sen t — sent cos? t + cost dt 
Ej 0 


=sen t(1—cos? t) 
27 
os? t 


+ sen ) = (). 
0 


C 
= |- cose + 


Sin embargo, a pesar de que esta integral de linea sobre una curva cerrada da 0 el campo 
F no es conservativo pues: 


Observación 6.1.10. (En cuanto al método de obtención de la función potencial de un campo 
conservativo). 
No importa el orden de las ecuaciones en el que se vaya trabajando para obtener la función 


potencial: se podría primero empezar con laigualdad au F» eintegrar primero respecto de 
y 


TE. i ; em 
y, luego obtener datos de la tercera ecuación a = F3y finalmente de la primera. En ningún 
Z 


orden planteado cambiarā la familia de funciones potenciales gue se obtiene. Lo gue si puede 
suceder es gue en algūn orden sea mas fācil hacer las cuentas. Para no confundir, en este texto 
se elige seguir el orden en el gue suelen darse las variables, es decir, el orden planteado en el 
ejemplo 6.1.7. 
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Ejemplo 6.1.11. Sea C la curva parametrizada poro : [0,1] + R, 
ū=lsd=disiiss 

c(t) = | tsen(t — — l) sent, —— 

> > 1 + 2 


y F(a, y, z) = (e? cos y + yz, zz — e” sen y, zy + 2). Calcular fo, F.ds. 

En este caso, la curva C está definida por una parametrización y, dada su expresión, no es 
muy fácil de graficar. Por lo cual se intentará prescindir de su gráfico. Lo que se puede saber 
es cuáles son sus puntos inicial y final dado que la orientación está dada por el recorrido que 
sigue c, que es una parametrización regular. C se recorre desde c (0) hasta c (1), ya que Oy 1 
son sus parámetros inicial y final, respectivamente. Se tiene que 


= (0,0, 1) 


1 
= (0.0, 5) . 


Ahora hay que notar que F es una función difícil de integral, por lo cual habría que fijarse sino 
se trata de un campo conservativo: 


1 
1+02 


A 
= 
| 


0 sen(0 — 1), (0 — 1)sen0, 


Ie] 
— 

m 
— 

| 


1 sen(1 — 1), (1 — 1) sen 1, 


N 


1+1 


OF, " OF» 

g =e seny +z = —— 

Oy Ox 

S ig > If: ACR35R?/F=Vf. 
Oy | ^  ÓOz 


Se trata entonces de obtener la función potencial f a partir del método desarrollado en el 
ejemplo 6.1.7. 


of 


© um F, > f = | Fi dz.Se integra respecto de la variable x: 
a 
Í =| F, dz = / e” cosy + yz dx = e” cos y + yxz + H(y, z). 
of T od . I 
= au ~ Fə. Se coloca en la expresión de la izquierda lo obtenido de f y se deriva luego 
y 


respecto de y: 
Of  O(e*cosy-F yxz + H(y, z)) 
Oy Oy 


y la expresión de la derecha corresponde a F», que es: 


= x H 
= —e' sen y t tt 


Oy 


Fy = zz — e” seny, 


al igualar se obteniene lo siguiente 


—e* sen y + zz 4 = rz — e" seny > —— =0. 
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Luego, 
| Fava | ods = 9.3 - f) 


y la función f hasta el momento queda reconstruida de la siguiente manera 


f(z,y,z) =e" cosy + yxz + h(z) 


O 
= ar = F3. Con esto, 


E 


Of  O(e*cosy-F yzz + h(2)) 
Oz — Oz 


F = zy + 2. 


= xy + h'(2) 


Ahora se iguala lo anterior 


zy +h (z) =xzy+z > h'(z) =z h(z) Ly ete. 


Por lo tanto, las funciones potenciales son de la forma 


2 
Zz 
f(x,y,2) = e" cos y + yuz + t ce, cte ER 


Se elige cte = 0 y se aplica el teorema 6.1.2: 


f F.ds 
C 


Jt OU) Jeila ) 
— = 
pto. inicial pto. final 


1 1 1 3 
- 5 (o5) - 0. 212071 LO em, 


6.2. Práctica 


1) Determinar si los siguientes campos vectoriales F en R? o en IR? (segün corresponda) 
son gradientes de un campo escalar. En caso afirmativo, calcular todas las funciones po- 
tenciales y de F. 


(v, y 

») Fey) = o ya 

o) F(x,y) = MET 

d) F(x,y, z) =(2+2,—y+2,8—y) 
(x,y, 2) = (2xy 272, 3a7y2") 
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f) F(z,y,z) = (3y*z?,42?2?, —3a^y") 
g) F(x,y,2) = (y? cosx + 2%, —4 + 2y sen z, 3x2? + 2) 
h) F(x,y,2) = (4xy — 32727 + 1,2(z? + 1), -22?z — 327) 


2x(1—e") 
(1412)? 


2) Calcular fo 
36. 


dx4 (a + 1) dy, siendo C la elipse de ecuación 9x? +4y? = 


3) Demostrar que el campo de fuerzas F(x, y, 2) = (222? + 6y, 61 — 2yz, 3x72? — y?) 
es conservativo. Luego, calcular Le Fds, siendo C cualquier camino que une el punto 
(2, —1,0) con el (1, 3, —2). 


4) Sea F(x,y,2) = (y? + z,2zy + 1 — z,x — y). Calcular la integral de F a lo largo 
de la curva C imagen de la función a: [0,1] + R? dada por a(t) = (cos rt, (t? + 
1)/(t* + 3), 5e 1) 
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Teorema de Green 


7.1. Introduccion 


Teorema 7.1.1. (Teorema de Green). Sean D una región plana de tipo III y C su borde, curva simple y 
regular a trozos. Si F : A C R? — R?, F(x,y) = (P(x, y), Q(x, y)), es una función definida 


y Cl entodo D, entonces, 
/ ras = || 99 OF dxdy. (7.1.1) 
ct D Ox Oy 


Donde la orientación positiva de la curva representa el sentido antihorario de la misma. Es decir, si se 
camina sobre la misma en el sentido positivo, la región D debe quedar siempre de la izquierda. 


Figura 7.1: Región D y su borde C, con su orientación marcada 
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Ejemplo 7.1.2. Sea C la curva dada en el ejemplo 4.3.6, que estaba dada por la unión de las 
curvas y = ey = z?,siemprecon 0 < x < 1. Había que calcular Jo F ds, si F(x,y) = 


(e^ — cosa? + xy, In(y? + 1) — y), con C orientada antihorariamente. 


Figura 7.2: Curva unión de y = xey = 2?,con0 < x < 1yregión D 
encerrada 


Este es el ejemplo 4.4.11, en el que quedó planteada una integral de línea con primitivas 
desconocidas. Se puede ver si se cumplen las hipótesis del teorema de Green: 


= lacurva C es cerrada, simple y es borde de la región D, descripta como 


= C está orientada positivamente pues antihorario implica que la región D queda a la 
izquierda al caminar por C. 


= F es un campo C! en D pues lo es para todo IR? por tener componentes que son a su 
vez funciones C!. 


Se está, entonces, en las condiciones del teorema de Green, por lo cual la ecuación (7.1.1) 


09 OP 
F.dS = — — — dxdy. 
L. p Ox Oy "e 
Si 
00 OP _ 4 " 
ðr Oy — — 
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entonces, 


F.dS 


E m 
Jj. -ededy =~ | | x dydx 
Ct D 0 Ja? 
1 
zr zyl 2 ta de=— | r? — e de 
0 0 


Aquí hemos visto la utilidad de este teorema, que relaciona una integral de línea con una 
integral doble. Cabe destacar que si alguna de las hipótesis no se cumple, dichas integrales 
podrían ser bien distintas. 


Ejemplo7.1.3. a (0,0), (3, 3) y (2, 0), recorridos en ese orden. Si 
F(z, y) = (y? + cos(z? + 1), x — y"), calcular fo, F.ds. 


a lacurva C es cerrada, simple y es borde de la región triangular D, la cual se puede des- 
cribir de la siguiente manera 


Lo último sale del hecho de que la recta x + 2y = 2 es la que contiene a los puntos 


(5: 8) Y (2,0). 


m Siseobserva el gráfico (ver figura 7.3), se puede notar que C está orientada en sentido 
horario, lo cual significa que su orientación es negativa (justo la opuesta a la del teore- 
ma de Green). Pero como la relación entre una orientación y la otra en la integral se ve 
reflejada solo en un signo, no será gran problema. 


= F es un campo C! en D pues lo es para todo IR? por tener componentes que son a su 
vez funciones C1. 


Se está, entonces, en las condiciones del teorema de Green, por lo cual la ecuación (7.1.1) 


f F.dS = / La a or ay a 
c+ 


pero planteado para la orientación antihoraria. Si 


09 OP 


ae 
Ox Oy “i 
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entonces, 


3 p2-2y 
F.d$ = JJ 1- 2ydzdy = | J 1 — 2y dzdy 
ct D 0 vy 


2 


3 1—2—2y = 3 2 
r—2zyL., | dy = 6y? — Ty + 2 dy 
0 0 


| 


2 
3 10 
= |23- -y +%y| == 
wa 
Pero como lo gue se pedia era 
F.ds 
c- 
entonces T 
Fds= - | F.ds = ——. 
g= ct 27 


P - 9.3 
Figura 7.3: Triángulo de vértices (0, 0), 3] (2, 0), recorridos en ese 


orden 


Ejemplo7.1.4. Sea C la circunferencia de radio 2 y centro (0, 1), orientada antihorariamente. 
Si F(x, y) = (x? — cos(x") — y, e? **" Y + x), calcular fo F.ds. 

Claramente la circunferencia se trata de una curva cerrada y encierra el disco de mismo 
radio y centro. Además, el campo F es C! en todo R. Por lo tanto, se puede aplicar el teorema 
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de Green y 


|. Fas - |f E | dedy = ff 2drdy = 2A(D). 


Lo que quedó a la derecha de la expresión es el doble del área del disco de radio 2 y centro 
(0, 1), entonces, 


D F.ds = 2A(D) = 212? = 87. 
Or 


Figura 7.4: Circunferencia de radio 2 y centro (0, 1), orientada 
antihorariamente 


í——À — 


Ejemplo7.1.5. Sea C la curva dada por el gráfico de la función f : [0,7] > R, f(x) = sen(x) 
orientada de izquierda a derecha. Calcular f, F.ds para F(x, y) = (y?, —a + cos(ne”)). 
La curva en este caso se trata del gráfico de una función trigonométrica y es el correspon- 
diente a la figura 7.5. Lo primero que se puede observar en este caso, es que se trata de una 
curva que no es cerrada, dado que hay puntos inicial y final, (0, 0) y (m, 0), respectivamente. 
Por lo tanto no se estaría en este caso en condiciones de aplicar el teorema de Green. Pero se 
puede observar que si se considera el segmento C de la recta y = O con 0 < x < m, la curva 
C2 = CU C, sí es cerrada. La región encerrada es la que está por debajo del gráfico de la 
función f(x) = sen(x)y por arriba del eje x, con 0 < x < s, la cual se describe como 


0 SST 
p={ 0 <y<senz. 
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Ahora bien, el campo F es C! (porque lo es cada componente del mismo). Así que el teorema 
de Green asegura para la curva Ca lo siguiente: 


P T seni 
f F.ds = II E y A dzdy = | f —1 — 2y dydx 
CF Oy o Jo 
= | [- y—y a en pi dx = | — sen? z dx. 
0 0 


En este punto hay que detenerse y analizar algunas cuestiones. 


1) Loquese está calculando es la integral de F sobre C5, que noes lo que pide la consigna. 
Pero, si se tiene en cuenta que C5 = C U C sin superponerse, entonces, 


Fas - | Fds+ | F.ds 
cy Cc Ci> 


con las orientaciones de C y de C; heredadas de la de C2. Se puede notar que la he- 
redada para C es justo la opuesta a la que tiene la curva misma. Pero para no generar 
confusión, en la igualdad proveniente del teorema se colocará siempre la orientación 
heredada. Con esto, 


f Fas- f Fas- f Fas= | ~sen? ede f F.ds. 
Ce Cft Ci 0 Ci> 


2) La primitiva f sen? x dx se calcula primero utilizando el método de integración partes 


u=senr =>u!=c08x 
v! = sent => v = —cosc 


> f sms = =senacosa + | costado 


| 


=senacosa + | 1 — sen? z dr 


= —senacosa+ | 1de— f sen? zdz 


> 2[/sentxdr = —senzcosr r4 C 
X — sen x cos X 
=> fsentadr= —a TÉ 


Así que 


T 
: 2 T — sen T COS x T 
— sen” x dz = = 
, 2 x 8 
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3) Hay que calcular la integral dos F.ds, para lo cual se requiere una parametrización 
de C4. Una simple es 


ycumple que 


Entonces preserva orientación porque recorre C' de izquierda a derecha (según la orien- 
tación heredada por C% a causa del teorema de Green). Por lo tanto 


/ Fas - | (0,-t).(1,0)dt= f O dt = 0. 
Ci 0 0 


Finalmente, 


T T 
Fds= | Fds = - | F.ds = 0] = : 


Figura 7.5: Curva gráfico de f : [0,7] + R, f(a) = sen(x) orientada de 
izquierda a derecha 


Si hacemos las cosas paso a paso no habrá confusiones en cuanto a los signos y a las orien- 
taciones, pero hay que ser muy cuidadosos. Del ejemplo anterior se puede hacer la siguiente 
observación. 


Observación 7.1.6. Si se tiene una curva que no es cerrada se puede intentar conseguir otra 
tal que la unión de las mismas genere una curva que sí sea cerrada. La elección de la segunda 
curva es arbitraria pero determina a la región D a considerar. Por ejemplo, si se tiene la mitad 
de la circunferencia unitaria con centro en el origen tal que y > 0, se pueden considerar dos 
curvas (hay infinitas a considerar, se mostrarán solo las dos más cercanas). 


1) El segmento y = 0con —1 < x < 1. 


2) La mitad de circunferencia restante x? + y? = 1,y < 0. 
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Figura 7.6: Curva C» con la orientación marcada según el teorema de green 


En el primer caso, la región D1 que queda encerrada por la curva cerrada es el medio disco 
unitario, en tanto que en el segundo caso queda D2 como el disco unitario completo. 


2-5 


Ejemplo7.1.7. Sea C la curva definida porx?+y? = 1,y < x, orientada desde ES ==> 


2 
2 V2 
hasta (A ”- .Sea F(x,y) = (xy + log(a9 + 1), x? — log(y* + 1)), calcular fẹ F.ds. 


Esta curva corresponde a una porción de la circunferencia unitaria, más precisamente a 
una mitad de ella, considerando el corte con la recta y = x. ¿La curva es cerrada? No, pues 
es solo el arco de circunferencia, dado que son los puntos del plano que deben cumplir que 


x? + y? = 1, además de que y < 0. El gráfico puede verse en la figura 7.7. 


v2 
Si se considera otra curva C1, que puede ser el segmento de la recta y = x con — E < 


2 i 
x < ——,setieneque C U C4 es una curva cerrada. Como F es C! en el plano, entonces, 


2 
p F.ds = I] É — av drdy, 
(CUC1)+ =” Jip Oz Oy 


Teo. Green 


con D la región encerrada por la unión de las dos curvas C' y C1, que es medio disco. Separando 
por aditividad la integral dela izquierda, teniendo en cuenta la orientación que heredan desde 
el teorema de Green, sigue que 


I Fds + f Fds= || 2r — y dxdy, 
CA Ci D 
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entonces, 


f Fds= || 2: — ydedy- | F.ds. 
CA D Ci 
eRe YS —— 


1) 2) 


En este caso la integral sobre C que brinda el teorema de Green tiene a la curva en cuestión 


Figura 7.7: Curva x” + y? = 1, y < x, orientada desde (-£, -4) hasta 


(22) 
2? 2 


orientada de igual modo que lo que se pide, así que no habrá cambios de signo sobre el resul- 
tado al final. Se calcula ahora la expresión de la derecha de la igualdad. 


1) Esta región no conviene describirla con coordenadas cartesianas, porque habría que sub- 
dividirla en varias regiones. Pero si se piensa en coordenadas polares 


| a = rcos( 0< 
; oT 
y-—rsen0 


donde el límite inferior de 0 sale de considerar la igualdad y = x en coordenadas po- 
lares, teniendo en cuenta de que se está primero en el tercer cuadrante y luego en el 
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primero (también se puede pensar como que —37 «0x 27). Con esto, 


on 


if 2x — ydady = I (2r cos 0 — r sen 0)r dūdr 
D 


f> 2 [2 sen 0 + cos6] Ec w= f r?3V2.dr 
0 $ 0 


A Ea 


3 


v2 v2 


2) La curva C1 puede parametrizarse con a(t) = (t,t), con "E <t< E Se pue- 


de probar que a recorre C en sentido ascendente, así que invierte orientación de C). 
Además a’ (t) = (1, 1). Con esto 


v2 v2 
/ Fas = - | Flt,t).(1,1)dt = - f 212 gr = 22 
Cu — x2 = 3 


Por lo tanto, el resultado es 


cA 


Ejemplo7.1.8. Sea C la curva frontera de la región del plano definida por |y| < |x| para—1 < 
a < 2.Si F(z, y, z) = (cos(a?) — y, sen(y?)) calcular |, F ds para la orientación de a dada 
por el recorrido (2, 2), (—1, —1), (—1, 1), (2, —2), (2,2). 

La región D de la cual esta curva C es frontera es la unión de dos triángulos, uno con vér- 
tices en (2, —2), (2, 2) y (0,0), que se llamará D4, y otro con vértices en (0,0), (—1, —1) y 
(—1, 1), que se llamará D2. Así, D = Dı U D». Estas regiones resultan ser elementales. La 
curva C = C1 U Ca con C, borde de D1 y C2 borde de D». Es decir, C1 y C5 son curvas ce- 
rradas y simples, a diferencia de C que no era lo segundo, ya que se cruza a así misma. Como 
el campo F es C! en R?, se puede aplicar el teorema de Green sobre las curvas C1 y Ca, por 
separado: 


1) Jeantin F.ds — JJ, Or — P, y dxdy = ffp, 0 (—1) dzdy = Ts 1dxdy.La 
TG 
región D, se describe como 


—1 <x<0 
LL Sys =i: 


Por lo tanto, 


0 —7 0 
j Fds= || 1dzdy = | T 1dyds = -2 | x dx = 1. 
Garu AA Ja =] 
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2) Jogntin Fds = Sfp, Qx — P, dzdy = ffp, 0— (+1) dzdy = ffp, 1dxdy. La 


TG 
región D» se describe como: 


Por lo tanto 


2 T 2 
f Fds= [| 1dxdy = | / 1dydx = -2 | x dz = 4. 
Cant D» 0 —x 0 


ce = Gror U pou 


Pero 


Es decir, la orientación de C4 heredada por la de C es horaria, en tanto que resulta antihoraria 


para C2. Entonces 
/ F.ds +/ F.ds 
her Qe 


/ F.ds 
-f Fds+ | F.ds = —1 +4 = 3. 
Qnin Quan 


Figura 7.8: Curva frontera de la región |y| < |x| con -1 € x < 2 


^ | 
E. 7 
o os os 10 1 E 
» 
TN 
a 
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7.2. Practica 


1) Verificar el teorema de Green para el campo F(x,y) = (—y, x) y la región D C IR? 
definida por 


D- [eise x y € V3z, 2-3) 


vē 


éCual es el área de D? 


2) Evaluar $, ydx — ady donde C es la frontera del cuadrado [—2, 1] x [0, 3], orientada 
positivamente, usando el teorema de Green. 


3) Calcular la circulación del campo F(x,y) = (xy, y) alo largo dela curva C : (x — 
2)? + y? = 1, y > O orientada de izquierda a derecha. 
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Teorema de Gauss 


8.1. Introduccion 


Definición 8.1.1. Sea F : A C IR? — R? una función vectorial F = (F,, Fa, F3). Definimos la 
divergencia de F como la función div( F) : A C IR? > R tal que 


OF, 
Ox 


div(F) = 


Teorema 8.1.2. (Teorema de Gauss o de la divergencia). Sea S una superficie cerrada y orientada por 
la normal exterior (que llamaremos orientación positiva), frontera de un región W C R? de tipo IV 
simétrica (o unión de regiones de tipo IV). Si F : A C IR? — R? es un campo vectorial definido y C" 


en todo W, entonces, 
/ i Pass T T / div(F) dV. 
st wW 


Ejemplo 8.1.3. En el ejemplo 5.4.16, la superficie era el borde de un tetraedro, es decir, sus 
cuatros carastriangulares. Para calcularla integral desuperficie quese pedía había querealizar 
cuatro parametrizaciones y se hacía bastante largo de resolver. No obstante, ahora se puede 
notar que se está en las condiciones del teorema de Gauss. 


1) Lasuperficie S es cerrada porque es frontera de un sólido W, en este caso el tetraedro 
a+y+z< 1conz, y, z > Oyademāsse pedía que las normales fueran salientes, así 
que S está orientada positivamente. 


2) W es una región de tipo IV simétrica. 


3) F(x,y,2) = (y, 2 +1, x) es una función vectorial C! en todo R*, en particular en W, 
porque cada componente es una función polinómica. 
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Entonces, por el teorema de Gauss vale la siguiente igualdad: 


_ OF, ôF, OF, 
f[, ras = fff auryav= fff 9 +9 av 
[ff o+0+0av =o 
W 


Lo que muestra el ejemplo anterior es que con este teorema se pueden llegar a facilitar 
mucho las cuentas. Seguimos ofreciendo más ejemplos. 


Ejemplo 8.1.4. Si F(x, y, z) = (In(y? + 1), z + y, sen(a?) + (z — 1)?) y S es la superficie 
frontera del sólido definido por 


W = ((x,y,2): ety? +(2—1)* <1,2>1), 


orientada con vectores normales interiores, calcular Ts F.dS. 
En este caso, el sólido W es una media esfera con centro en (0, 0, 1) y radio 1 (ver figura 
8.1). 


Figura 8.1: Sólido W = ((x,y,2): 3? +y? - (z — 1? € 1,2 > 1) ysu 
superficie frontera con sus respectivos vectores normales 


Para parametrizar la superficie frontera, que es la unión de la cáscara esférica superior y la 
tapa circular x? + y? < 1,2 = 1,se podrían pensar en dos parametrizaciones y la integral 
sería la suma de las integrales. El problema es que la función F no resulta fácil de integrar 
porque aparecen en sus componentes funciones de las que desconocemos primitivas, por lo 
cual se intentará utilizar el teorema de Gauss para calcular lo pedido. Primero hay que ver si se 
cumplen las hipótesis: 
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1) La superficie S es cerrada porque es frontera de un sólido W, en este caso la media esfe- 
ra unitaria con centro (0, 0, 1) con z > 1. En este caso S está orientada negativamente 
porque dice que tiene normales interiores. 


2) W es una región de tipo IV simétrica. 


3) F(x,y, z) = (y, z - 1, x) es una función vectorial C' en todo R*, en particular en W, 
porque cada componente es una función C1, ya que lo que está adentro del logaritmo 
siempre es positivo. 


Entonces, el teorema de Gauss dice que 


JĀ. ras - [ff div P) dV. 


Pero lo que se quiere en realidad es 
J F.dS, 
g- 


perono importa, porque se puede calcular lo que da la igualdad por el teorema y luego se cam- 
bia el signo del resultado. Esto vale porque 


Jl. ras = - ff. F.dS. 


Entonces, se debe calcular Tis div(F) dV y luego cambiar el signo (suele ser mejor hacerlo 
al final de las cuentas para no confundirse): a W se la puede describir con las siguientes coor- 
denadas esféricas: 


T = pcosÜsenó 0 <p<l 
y -—psen0senó con $ 0 <0<27 
z =pcosd+1 0 Eos 
La divergencia se calcula como 
OF, OF, OF 
div?) = + — 2.4. — 9 214 9(— 1) 


dx ^ Oy Oz 


Entonces, por el teorema de Gauss 


JĀ, ras - [ff mew = Jff 126 - 0v 


5 1 27 
= | 1 + 2pcos $) f? send dÓdpdó. 
Z / f f ( pcos >) p Epia pd? 
TEV J(p,0,4) 


251 


CAPÍTULO 8. TEOREMA DE GAUSS 


Se puede notar que en la ültima igualdad se utilizó cambio de variables en IR?, ya que se trata 
de una integral triple, 


Z pl 
= 2 | ji p? sen ó + 2p? cos ġ sen ¢ dódp 
o Jo 


_ an | 5800. ODE yy 
0 3 2 
_ 2,13 
= D Cos NN [o M 
3 4 lo 6 


En muchos casos, alguna de las hipótesis no se cumple. En estos casos, la igualdad ente las 
expresiones suele ser falsa, como puede ilustrarse en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 8.1.5. Sea S la frontera del sólido definido por x? + y? + 2? < 1y F el campo 


F(x,y,2) = Z d Z 


, 


VG? +y2+2) aere zy (a? +y2+22)) 


Calcular el flujo de F a través de S, con S orientado con el campo normal exterior. 

En este caso, se puede observar que si bien se trata de una superficie cerrada (es la esfera 
unitaria hueca), el campo F ni siquiera se encuentra definido en el (0, 0, 0), que es el origen 
de la esfera maciza o sólido W sobre el que se aplicaría el teorema. Entonces no se cumpliría 
la hipótesis de que el campo sea C! en W. De hecho, si se calcula la divergencia de F: 


(x? + y? + 22)? — 32? Ja? + y2 +22 


div(F) = (ATA 2233 
(x2 + y2 + 2y — 3y /12 + y? + 22 
7 (a? + yP + 22)" 
(x? + y2 + z2y — 322 /a2 +y +22 
x2 +y? + 22)? 
34/ (a? + y? 2y 3(z? + y? + 22) a? + y? + 22 
= (12 + y? + 2)? 
34/(02+ 92422) -3 y (2? +y? +2) 
= Grip pa) = (). 
y, entonces, 


Jl], div(F)dV =0 
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Por otro lado, si se calcula He F.ds de modo directo, es decir, se parametriza S con (0, 6) = 
(cos 8 sen à, sen 0 sen ?, cos 9), con (0, $) € [0,27] x [0, m], entonces, 


F(9) = (cos 0 sen ¢, sen 0 sen ¢, cos 9) . 


(55) x (55) = (- cost sen’, — send sen? o, — send cosp) 
= -—senóÓ4(0, $). 


Como 0 < ó < m,setiene que sen o > Oy, entonces, ® invierte orientación, dado que los 
normales toman al vector 9 (0, 4) y le cambian el sentido con el signo “—”. 


2n T 
I] FdS = — / I (cos 0 sen à, sen 0 sen ?, cos $). 
S o Jo 


(— cosh sen?, — send sen”, — send cos) dod 


2n T 
= — J / — cos? 0 sen? ¢ — sen? 0 sen? à — sen ¢ cos? 9 d9d0 
o Jo 
27 T 
= — ji / — sen? $ — sen ¿cos? ¢ dód0 
o Jo 


27 T 
= -f / — sen $ dód6 = [27 cos olg 
o Jo 


Lo quetenemos es que en este caso 


in ff nase fff anar =o 


y esto es lo que suele ocurrir cuando alguna de las hipótesis no se cumple. Es que el teorema 
de Gauss en este caso no puede ser aplicado. 


Ejemplo 8.1.6. Calcular el flujo de F(x, y, 2) = (2x7, x7z, cos x — sen y) a través de la su- 
perficie frontera del cuerpo definido por x +y +z < 2,0 < z < y, y € xen el primer 
octante, orientada por el campo de vectores normales exterior. 

Se pide el flujo de F a través de una superficie S, lo cual se calcula mediante la siguiente 


integral: 
f | FAS 
S 


La dificultad de este ejemplo es poder graficar y describir el cuerpo del cual la superficie S es 
su frontera. 


a lasuperficie S es cerrada y tiene orientación positiva (exterior). 


= Elcampo F es C en todo el espacio, en particular lo es en W, que se llamará el cuerpo 
en cuestión. 
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= Se puede suponer que será W de tipo IV ounión de regiones de ese tipo. 


Entonces, están dadas las condiciones para aplicar el teorema de la divergencia: 


JI. was ff oo 


con W el tetraedro de la figura 8.3. Para describirlo, conviene tomar la sombra en el plano yz, 
que es el triángulo D (ver figura 8.2), que se puede describir como 


0<y<1 
0<z<y 


y luego, los límites de la variable x serán 
y<r<2-2z-—t. 


Con esto, ya se puede calcular lo pedido: 


JĀ. F.dS ines da dV = fee 4x dxdzdy 


div(F) 


2(2— z — y)? — 2y? dzdy 


y? —2y+4— z? — 22 + 2zy — 2y? dzdy 


DEN 
las 
n 
Ls 


z3 i 

= : z — 2yz + Az z yz? 272] dy 
0 
4 1 

y 3 2 11 

y’ + 4y dy = | put 2 12 


Ejemplo 8.1.7. Dada S, superficie definida por x? +y? +2? = 1, < 0, orientada con vecto- 
res de segunda coordenada positiva, Calcular el flujo de F(x, y, 2) = (x + y^ .cos(y*), y, z) 
a través de S. 

Esta superficie corresponde a una mitad de la cáscara esférica unitaria, aquella que verifica 
la condición y < 0. Como los puntos de S satisfacen la condición 1? + y? + 2? = 1,9 
se trata de una superficie que no es cerrada, dado que los ūnicos puntos correspondientes al 
plano y = Oque verifican la primera condición son los de la circunferencia x? + 2? = 1 enel 
plano zz. La orientación de S coincide con el hecho de que cada vector normal a la superficie 
apunte hacia el origen ver gráfico en la figura 8.3. El flujo de F através de S se calcula mediante 
la siguiente integral de superficie: 


Flujos (.F) s F.dS. 
Sor 
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Figura 8.2: Sombra en el plano yz del sólido x + y + z < 2,20 < z € y, 
y < x en el primer octante 


Figura 8.3: Sólido x + y + z < 2,0 < z € y,y < z en el primer octante, y 
su superficie frontera con sus respectivos vectores normales 


2 


j po 
E = 


Para calcular esta integral por definición, se necesitaría una parametrización de S. Pero una 
vez obtenida habría que evaluara F en dicha parametrización, lo cual puede quedar muy feo 
al momento de hacer el producto escalar para integrar. De modo que conviene fijarse si se está 
en condiciones de aplicar el teorema de Gauss (o de la divergencia), que relaciona una integral 
de superficie con una integral triple. 


1) El primer problema surge al momento de observar si la superficie S resulta cerrada, 
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pues no lo es. Pero si se considera la superficie S4, que es la superficie frontera del sólido 
W = ((x,y,2): à? + y? + 27 < 1, y € 0), resulta que S1 es, por definición, cerra- 
da. Además S1 = SU T, con T = ((x,y,2): x? +2? < 1,y = 0}, que esel disco 
unitario con centro en el origen que se encuentra en el plano y — 0. 


2) F es un campo C en todo el espacio (más aún en W), dado que cada componente es 
una función C1. 


3) La región W es de tipo IV. 


Entonces, utilizando la igualdad del teorema de Gauss, se está en condiciones de plantear lo 


sigulente: 
JI. cas fff, wav 


Pero S} = (S U T)*, entonces, se debe reescribir esta integral en términos de S y de T 
para obtener algo que sirva para resolver la consigna. Las orientaciones de S y de T deben ser 
compatibles con las que tiene S (y pueden no ser las que pida el ejercicio), así que: 


m T debe estar orientada con las normales apuntando hacia los y > 0, o sea que sus 
segundas coordenadas deben ser positivas; 


m S debe estar orientada con las normales apuntando hacia los y < 0, o sea que sus se- 
gundas coordenadas deben ser negativas. 


Entonces, 


I] ras + [| F.dS = | ras = ||] div(F’) dV. 
S2da.<0 T2da.>0 sI w 
De modo gue 
f | dS = J / | div(F) dV — J ji FAS 
S2da.<0 W T2da>0 


Si bien lo que se quería obtener era 
J l FAS, 
S2da.>0 


esto se relaciona con el resultado de aplicar el teorema de Gauss (mismo módulo pero distinto 
signo), ya queson la integral sobre una misma función y una misma superficie pero con distinta 
orientación. O sea, 


Pf. ras= fff aav- ff ras 
S2da.<0 w T2da.20 
————— ———— 
1) 


- 
2) 
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1) Ladivergencia es 


F. 
Š =1+1+1=3, 


diues Ox i Oy = Oz 


entonces, 


Il div(F) dV = If 3dV = 3Vol(W) = 6) 2” 


Donde la segunda igualdad se obtiene a partir del hecho de que W es la mitad de la 
esfera unitaria maciza. 


2) Se necesita una parametrización de T, que puede ser O(a, z) = (1,0,2)cond: DC 
R? + Ty D = ((v,z) : a? + 2 € 1) (dominio en el disco unitario en el plano x2). 
Las derivadas parciales son 


Entonces, el vector normal será 
®, x 9, = (0, —1,0) 


con segunda coordenada negativa para todo (x, z) € D, de modo que 6 invierte orien- 
tación. Por lo tanto, 


n FdS = -J F (a, 0, z).(0, —1,0) dzdz 
T2da.>0 D 


- - ff 02-0. 1,0) dedz = 0. 


Finalmente, la integral pedida será 
I] FdS = - ff Fd$--(m-ü)--2m. 
S2da.>0 S2da.<0 


Lo gue se ilustra con el ejemplo anterior es gue el teorema de Gauss puede utilizarse aun 
cuando la superficie no sea cerrada, pero sea posible cerrarla de un modo simple, es decir, con- 
siderando otra superficie tal que la unión sea cerrada pero que las cuentas sobre ella no sean 
demasiado difíciles.Si en el ejemplo anteriorse hubiera optado porcerrar S con la otra cáscara 
esférica, x? +y? --z? = 1,y > 0, el sólido W hubiera sido la esfera maciza z? -- y? -- z? < 1, 
pero al tener que restar la integral de F sobre la segunda cáscara esférica hubiera persistido el 
problema de integración (quedarían igual integrales difíciles o imposibles de calcular). Por lo 
cual, en el momento de plantear cerrar una superficie es necesario hacerlo con alguna de tipo 
plana. 
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Figura 8.4: Superficie definida por x” + y? + 2? = 1,y < Oyorientada 


Ejemplo 8.1.8. Calcular el flujo de 
F(x,y,2) = (£ - y^, zx + ln(z? + 1),4z + In(z? + y? + 4)) 


através de la superficie S = Tn. y2):z24—-y-z2,r:- 0}, orientada con normales 
con primera coordenada negativa. 

La superficie S es un paraboloide con eje de simetría (x, 0, 0) (eje x) y vértice en (4, 0, 0), 
con 0 < x < 4.Setrata de una superficie que no es cerrada, puesto que la igualdad x = 
4 — y? — z? excluye al interior del disco y? + 2? < 4, en x = 0. Pero como la integral es algo 
difícil de calcular dada la naturaleza de la función, se considerará cerrarla y ver si se pueden 
cumplir las hipótesis del teorema de Gauss. 


1) S noes cerrada, pero si se considera T' — [(z, yY, z): y +2? <4,2= 0) resulta 
que S U T es cerrada. 


2) W es una región simétrica de tipo IV encerrada por S U T y es el paraboloide macizo 


W = { (x,y,z): 0<x<4-y*-2). 


3) F es un campo vectorial C! en W. 


Entonces, por el teorema de Gauss: 


Jf... ri f] nmm 


La orientación de S heredada por el teorema involucra normales de primera coordenada po- 
sitiva, en tanto que para T es con normales de primera coordenada negativa. Así que usando 
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esto y la aditividad de las integrales de superficie queda: 


Jf... Fds= fff atav- ff ras; 
Slra>0 WwW Tlra<0 
— mm — po: 
1) 


- 
2) 


1) div(F) = 1+0 +4 = 5ylaregión W puede describirse mediante coordenadas 
cilíndricas, como 


x =rcos( 0 <r<2 
y =rsen con 0 <0<27 
z =2 0 <2<4-2a?-y?=4-—r? 


De modo gue 


// - div(F) dV 


2 27 4—r* 
ji f I 5 r dzdédr 
o Jo Jo S 


J(r,0,z) 
2 ¡27 m 2 
= 5 | / r(4 — r°) ddr = 107 ar — 1| 
0 Jo 0 
407. 


2) Eldisco T' puede parametrizarse con 


(y, z) mS (0, y, z), 


(y, z) € D = ((y,2): yt + 2? < 4}. El vector normal se calcula como 


Py (0, 1, 0) = 
| o 21,0, eee 40 
y su primera coordenada es siempre positiva, entonces ® invierte orientación de T. Lue- 


80, 


na nunc a F(0, y, z).(1,0,0) dydz = «||; av). 


En la expresión de la derecha ha quedado una integral doble sobre el disco D en el plano 
yz. A esto se le puede aplicar ahora un cambio de variables a coordenadas polares (por- 
que ya es una integral doble, recordar que en una integral de superficie “jamás” se pone 
Jacobiano, pero una vez que está la integración en dos variables sí se puede, si es nece- 


sario). 
phos de <2 


Entonces, por teorema de cambio de variables 


2 p2n 2 
=- J r cos ddr == | [r 
0 Jo 0 
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Con lo cual, gueda 


I] F.dS —1) — 2) = 407 — 0 = 407 
Sira>0 


y final mente, el resultado que se busca es 


Ji F.dS = —40m. 
Slraso 


Figura 8.5: Superficie S = ((x,y,2): £ = 4 — y? — 2”, x > Op orientada 


Ejemplo 8.1.9. Sea F = (Fi, F2, F3) un campo vectorial C (R?) y sea S la superficie del 


1 
cono 22 = z? + y?,con0 < z < 1, orientada con normales tales que N (o. x z) = 
1 1 
0, —,—— |.Sidiv(F) = 32? y F3(x, y, 1) = 2? + y?, calcular F.dS. 
Esta superficie se trata del cono hueco y sin tapa, con 0 € z < 1, que no es una superficie 
cerrada. Si se considera la tapa circular T = {(x,y, 2): g? +y? <1,z= L5 resulta que 
S UT sies cerrada, pues es borde del cono macizo 


W-((zyz):z-4-yzz,0zzz1]. 


El problema principal consiste en que la función F no está dada explícitamente, sino que hay 
cierta información sobre ella, por eso no se puede integrar directamente sobre S. Conviene tal 
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vez plantear este ejemplo en términos del teorema de Gauss y ver si en algún momento se ne- 
cesita esta información que, en principio, confunde y desorienta. Como el enunciado asegura 
que F es C! en el espacio, se tiene que 


ff. ras = fff, yd 


por analogía con el caso anterior, teniendo en cuenta las orientaciones heredadas por SU T 
de S y T se tiene finalmente que 


I] ras = [|] dis(F) av - |f FAS. 
S3ra<o Ww T3ra>0 
——— —— 
1) 2) 


; YA i ; 1 1 
La orientación pedida en este ejemplo para S es tal que en el punto (o. 2 z) el vector nor- 


malunitario es ( ) ,que tiene tercera coordenada negativa. Por lo tanto, la orien- 


0 1 1 
2 V2" V2 
tación pedida es opuesta a la heredada por el teorema. 


1) W puede describirse mediante coordenadas cilíndricas, a saber: 


xz = r cosh 0<r<1 
y = rsen( con 0<0<27 


z=xz r=vyva+y? < z<1. 


1 27 pl 
| ti | 327 dV = ti dl / 32? r dzdūdr 
Ww 0 Jo r 
1 23 z=1 1 
an | 3r 5 dr — an | r(1— r3) dr 
0 3 2=r 0 
2 571 
on -2| -2« ae i 
2 5 Jo 2 5 5 


2) (x,y) = (x,y, 1) con (z, y) € D, disco unitario del plano real con centro en el ori- 
gen, parametriza T'. El producto cruz es 


O, = (1,0, 
d, = (0,1 


, 


Por lo tanto, 


// T div(F) dV 


b > $, x 6, = (0,0,1) 


y como su tercera coordenada es positiva,  preserva la orientación heredada por el teo- 
rema de Gauss. Entonces, 


I ras = || Flx.y.1)(0.0,1)d$ = ff 2? + y? dzdy 
T3ra20 T D 
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yestaintegral doble puede sercalculada con cambio de variables a coordenadas polares 


del plano, 
2n 
[fore aedy = | [rear = 257) = 
3 m 1l 
F.dS = - == i: 
= = Bg = 19" 


Figura 8.6: Cono orientado 2? = 2? + y’,con0 < z < 1,y tapa circular 
x? +y? < lconz=1 


SE 


Finalmente, 


Ejemplo 8.1.10. Se considera el sólido de la figura 8.4, limitado inferiormente por un cilin- 
dro con tapa inferior (pero no superior) de radio 1 y altura 2 y superiormente por la superficie 
simple regular Sy. Sabiendo que el volumen total del sólido es 87, calcular el flujo del campo 
F(x,y,2) = (x +y, v — y, z) através de la superficie So orientada con vectores normales 
hacia arriba. 

Lo que se pide es JÍsgrrivo F.dS, pero se desconoce la descripción analítica de So, lo cual 
hace imposible que se calcule esta integral de manera directa. El dato tal vez más relevante, y 
a la vez intrigante porque no se sabe bien para qué sirve, es que el volumen del sólido total, W. 
Dicha región tiene como borde la unión de tres superficies bien identificadas: 


m El cilindro circular hueco de altura 2 y radio 1, que se llamará S, sin tapa inferior ni su- 
perior. Como se ve en la figura 8.4, dicho cilindro tiene el eje de simetría en (0, yo, 2), 
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con yo € R>o fijo, además de que se encuentra apoyado en el plano z = 0. Por todo 
esto, se puede afirmar que el cilindro se puede describir como 


S = ((x,y.2): x? + (y — yo)? =1,0<2<2}. 
a Latapa circular inferior, que se llamará T, se puede describir de la siguiente manera: 
T = ((a,y,2): a? +(y—wW) <1,z=0}. 


a La superficie So. 


Entonces SoU SUT es una superficie cerrada por ser frontera de W, que es una región unión de 
regiones elementales del espacio. Además, F es una función vectorial de tipo C! en el espacio. 
Por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Gauss: 


ll. mag= JIL div( F) dV. 


Las orientaciones heredadas por la superficie cerrada en el teorema son las siguientes: 
a S queda orientada con normales que no apuntan al eje de simetría del cilindro; 


m T queda orientada con normales que apuntan hacia abajo, esto es, con tercera coorde- 
nada negativa; 


= So queda orientada con normales que apuntan hacia arriba, esto es, con tercera coor- 
denada positiva. 


Usando esta información anterior y la aditividad de las integrales de superficie queda que 


ni ras+ |f ras + (| ras = ||] div(F) dV, 
geraz0 Safuera T3ra.<0 W 


y porlo tanto, lo que se quiere calcular queda igualado a tres integrales: 
j ji FdS = I | | div(F) dV — | ji FAS - dl ji FAS 
g3razo W Safuera T3ra.<0 
i Lx — —Ó— 
1) 2) 3) 


1) Ladivergencia es: 


OF, Fi OF, OF; 
Ox Oy 


Jl], div( F) av - fff. 1dV = Vol(W) = 87. 


y en este punto es cuando se tuvo que utilizar el dato del volumen que desorientaba un 


div(F) — 


Con lo cual 


poco. 
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2) Comotiene radio 1 fijo, altura 2 y está desplazado en y, al cilindro hueco S se lo puede 
parametrizar de la siguiente manera: 


$(0, z) = (cos0, sen 0 + yo, 2), 


con (0,2) € [0,27] x [0, 2]. Antes de integrar, hay que fijarse si esta parametrización 
preserva la orientación que tiene heredada S$: 


| $, = (—sen6,cos0,0) 


6, =(0,0,1) > Dp x 6, = (cos6, sen 6,0). 


Para ver si preserva conviene fijar el ángulo 0. = 7/2. Todos los puntos de la forma 
$ (7/2, z) se encuentran en la recta (0, 1 + yo, 2), pues (7/2, z) = (0,1 + yo, 2). 
En estos puntos, el vector normal (By x Ē,) toma los siguientes valores: 


(Do x ©,) (1/2, z) = (0, 1, 0) 


ysi se grafica esta situación (ver figura 8.8) se puede notar que el normal en esos puntos 
apunta en el sentido de la orientación de S, pues pinchados en cada punto apuntan en 
contra del eje de simetría del cilindro. Por lo tanto, al tratarse de una parametrización 
regular y de una superficie orientable, ® preserva orientación de S. Con esto, 


/ / FS 
Safuera 


ij T (cos 0 + sen 0 + yo, cos 0 — sen 0 — yo, z). 
[s bom 0,0) dzdd 
= F "n 2 sen 0 cos 0 + yo(cos 0 — sen 0) 
i — sen? 0 dzd0 
= 2 E 2 sen 0 cos 0 + yo(cos 0 — sen 0) 


+ cos? 0 — sen? 0 dzd0 
A 
cos(0+0) 


sen 20 im 
7 =0. 


= 2 ES 0 + yo(sen 0 + cos 0) + 
0 


3) El disco T se puede parametrizar con W(x,y) = (c, y, 0) con (x, y) tales que 1? + 
(y — yo)? € 1. El vector normales Y, x Y, = (0,0, 1), por lo que V invierte orienta- 
ción, ya que la tercera coordenada es siempre positiva. Entonces, si D es el dominio de 
la parametrización, se tiene que 


"i ras - - ff (c+ y, x — y,0).(0,0, 1) dxdy = 0. 
T3ra.<0 D 


Finalmente, gueda lo siguiente 


I] FdS = 1) — 2) — 3) = 87 — 0 — 0 = 87. 
6 = 


264 


Tamara P Bottazzi 


Figura 8.7: Cilindro macizo con tapa inferior de radio 1 y altura 2 y con tapa 
superior So, simple y regular 
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8.2. Practica 


1) 


2) 


3) 


4) 


Calcular el flujo del campo F (x, y, 2) = (y + 2z, 2x — z, 3y + x) a través de la super- 
ficie frontera del cubo [—1, 3] x [0,1] x [—2, 1] orientado con sus vectores normales 
apuntado hacia afuera. 

Calcular el flujo de F(x,y,2) = (xy, 2°z°, cos(ysen(x))) a través de la superficie 
frontera de cuerpo definido por x? + 2? < 2,z < x,y < 3enel primer octante, 
orientada con un campo de vectores normales tal que N (1/2, 3, 1/2) = (0, —1, 0). 


Calcularel flujo de VU através de la frontera del cuerpo limitado por z < 6,z > x+2y 
en el primer octante, con vector normal unitario entrante, cuando U(x, y, 2) = xy — 
z? + 2xz. 


: 2 A bai 
Calcular el flujo de F(x, y, 2) = (eV 27, yz, xy?z) através de la superficie 2? + y? = 
4,0 € x < 3orientada según el campo de vectores normales que apunta hacia el eje 
d. 
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Teorema de Stokes 


9.1. Introducción 


Definición 9.1.1. El rotor de una función F : A C IR? — R? es un campo vectorial definido por 


i j k 
ro(F) = Vx F:= det | & 5 < 
E, R Fs 

= ((F3), — (F2) (1) — (8), (Fa)e — (09) (9.1.1) 


siendo F(x,y,z) = (Fi(a,y, z), Fale, y, z), Falu,y,2)) = (Fi, Fo, F3) y los subíndices 
x, y, z denotan a las derivadas parciales de las coordenadas F; de F. 


Teorema 9.1.2. Sea C una curva cerrada y orientada, frontera de una superficie S C IR? orientable. 
Si F : A CR? — R?un campo C! en todo S, entonces, 


F.ds — "i rot(F).dS, (9.1.2) 
Cor Sind 


con la orientación de S inducida por la de la curva C, en el sentido de que al caminar por C, S debe 
quedar siempre de la izquierda (o también puede verse con la regla de la mano derecha: si se cierra la 
mano derecha siguiendo el sentido de la orientación de C', el dedo pulgar quedará indicando el sentido 
de los vectores normales de la superficie S). 


Una observación muy importante es el hecho de que este teorema vale para cualquier su- 
perficie que tenga como borde a la curva en cuestión. Por ejemplo, para el caso de la curva 
C = ((x,y,2) ER? : £? + y? = 1,2 = 1}, podemos notar que 


S1 = {(2,y,z) E R? : +y —z,2x1) 


S2 = ((x,y,2) E R? : a? y? < 1,2 1) 
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son dos superficies orientables distintas (una es un paraboloide y otra un disco) que la tienen 
como borde. Si seaplica el teorema de Stokes sobre cada una de ellas, teniendo una F que sea 


Cl entonces, 
I] rot(F).dS = F.ds = 1 rot(F).dS. 
sine Cor Sind 


Figura 9.1: Superficies S, y S, que tienen como borde a la curva x? + y? = 1, 
z=1 


Ejemplo 9.1.3. Sea C la curva dada por la intersección de las superficies y? + 22 = 1yx + 
y = 2,con orientación antihoraria vista desde el origen. Si F(x, y, 2) = (s een y, et — 5). 
calcular la circulación de F a lo largo de C. 

Para resolver esto, primero se puede realizar un gráfico de la curva C', que es una elipse en 


el plano x + y = 2, dado que es la intersección entre dicho plano y el cilindro y? + 2? = 1. 
La circulación del campo F a lo largo de C está dada por la integral de línea: 


F .ds. 
Gor 
Esta integral se puede plantear porgue no resulta dificil parametrizar la curva (por ejem- 
plo, con la función c(t) = (2 — cos t, cos t, sen t), con 0 < t < 27), pero no se puede re- 
solversimplemente porque quedan para calcular algunas primitivas que se desconocen. Por lo 
tanto, se puede versiseestá en condiciones de aplicarel teorema de Stokes, pues este relaciona 
una integral de línea sobre una curva cerrada con una de superficie. 
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1) C'escurva cerrada y es borde, por ejemplo, de la superficie 
S = {(x,y, 2) €ER*:z2+y=2Ay +2 < 1}, 
que es la superficie elíptica. 


2) F esun campo C! en S, pues cada componente es una función C en S (más aún, F es 
C! en todo el espacio). 


Con estas hipótesis cumplidas se está en la condiciones del teorema de Stokes, así que: 


/ F.ds = ni rot(F).dS, 
or Sind 


donde el término de la izquierda es la circulación del campo F a lo largo de C (lo que se pide y 

que es difícil de calcular). La orientación de la superficie S inducida por la de la curva C es, por 

regla de la mano derecha, tal que la primera coordenada del vector normal a S sea positiva. 
Se calcula, entonces, la integral del término de la derecha, esperando que sea más simple 


que la de la izquierda. Para ello: 
1) Se busca una parametrización de S: si el cilindro y? + z? < 1 se parametriza con 
y —rcos0 
z=rsend 
con (r,0) € D := [0,1] x [0,27], y 
x=2-y=2-r.cos0. 
Entonces, ® : D + R?, dada por ® (r, 0) = (2 — r cos 0, r cos 0, r sen 0) es parame- 
trización de S. 
2) Conesta parametrización, el vector normal es 
$, x By = (r,r,0). 
Como r > 0, tenemos que la primera coordenada es mayor o igual que 0, entonces P 
invierte orientación. 


3) Elrotor de F, por (9.1.1) se calcula como: 


i 3 k 
rt(F) Vx F:=det | & 2 £|=(0-0,14+1,0—0)= (0,2,0). 
F Fy Fs 


Con todo lo anterior, 


27 1 
n rot(F).dS = — "n (0,2, 0).(r, r, 0) dr dd = -f dl 2r dr dd = —2m. 
Sind bad D 0 0 


Por lo tanto, 


F.ds = —2m. 
Cor 
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Figura 9.2: Curva determinada por la condiciones y? + 2? = 1yx + y = 2 


Ejemplo 9.1.4. Determinar si es posible aplicar el teorema de Stokes para calcular la circula- 
y 
x? + y?? 124 y?? 


ción del campo F(x, y, z) = :) alo largo de los bordes de las super- 


ficies: 
1) Slaregión del plano z = Oque verifica x? + y? < 1yx+y> 1. 
2) Selcírculo x? + y? < 1enel plano z = 0 


En cada caso, calcular la circulación de F a lo largo de C, de modo tal que la curva en cuestión 
esté orientada de forma antihoraria vista desde el eje positivo de las z. 
La circulación de F a través de una curva C orientada esta dada por la integral de línea 


/ F.ds. 
C 


1) En este caso, la superficie se trata de una porción del disco unitario, cortada por una rec- 
ta que no pasa por el centro de dicho disco (ver figura 9.3). La curva borde C de esta 
superficie es la unión del cuarto de arco de la circunferencia unitaria y el segmento de 
x+y = 1,z = 0con0 < a < 1. Se puede ver si se cumplen las hipótesis del teorema 
de Stokes: 


= Cescerrada por definición, simple y está orientada; 


= Sessuperficie orientable; 
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= F es un campo C! siempre y cuando (x, y, 2) £ (0,0, z), es decir, siempre que 
x e y no sean simultáneamente 0. De hecho, F ni siquiera se encuentra definida 
en (0, 0, z), pues es en donde el denominador del cociente que hay en las primera 
dos componentes se anula. Esto ocurre en todo el eje z, pero este no tiene inter- 
sección con S, de modo que F está definida y donde lo esté será C". 


Con esto, se puede plantear la igualdad del teorema de Stokes 


f Fds= || rot(F).dS. 
C Sind 
——— 
(1) 
Entonces, se calcula (1): 
i j k 
(F)-VxFi:de| = by dz 
ro = x = a z 
€ Y y : 


x? + y? x? + y? 


2(7? 2 = 9 2 2 
- (o 0,0 — o, 2€ TM L H) = (0,0,0). 
aty 


| F.ds = I] (0,0,0).dS = 0. 
C Sind 


2) Como se observó en el primer item, la función F no está definida en el eje z, que en 
este caso tiene el punto (0, 0, 0) de intersección con el disco unitario S. De modo que 
F no puede ser C1 en S y no valdría el teorema. Si se buscara otra superficie orientable 
quetenga a la circunferencia C' de borde siempre se tendría al menos un punto (0, 0, z) 
que pertenecería a ella (y esto se puede visualizar gráficamente). La ünica opción que 
queda es calcular la integral de manera directa: c(t) = (cost, sent, 0), t € [0, 27] es 
parametrización de C tal que 


Por lo tanto, 


c(0 =(1,0,0) 
o(m/2) = (0,1,0) 
a(t) = (—sent,cost,0) Æ (0,0,0), 


lo cual dice que o preserva orientación de C. Entonces, 


27 
into F.ds = J (— sent, cost, 0) . (— sent, cost, 0) dt 
=F(0(t)) =d'(t) 


27 
= n cos? t + sen? t dt = 27. 
g 
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Se puede observar que esta integral es no nula. Sise calculara Ts rot(F).dS,esta daría 
Oalserel rotor nulo, por lo cual se pone en evidencia que al no cumplirse las hipótesis, la 
igualdad del teorema de Stokes puede no cumplirse. O sea que para calcular la integral 
de línea no se puede utilizar dicho teorema. 


Figura 9.3: Región S plana 1? + y? < 1yx + y > 1, consu curva frontera 


Figura 9.4: Curva C, frontera de x? + y? < 1,2 = 0 


Ejemplo 9.1.5. Calcular la integral de línea de F(x, y, 2) = (2y + e" azte, cy + e?) 
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alo largo de la curva frontera de x + y + z = 2, en el primeroctante con z > x + y recorrida 
positivamente si se la observa desde el eje positivo z. 

En primer lugar, para saber cómo es la superficie S y su borde C, se debe tener en cuenta 
de que z + y + z = 2esuna plano que pasa por los puntos (2, 0, 0), (0, 2,0) y (0,0, 2). La 
condición del primer octante limita a que sea una porción triangular de ese plano. La condición 
z > x + yes unsemiespacio determinado por el plano z = x + y, aquel que tiene al punto 
(0, 0, 2) (pues verifica la desigualdad estricta). Si se igualan las dos ecuaciones de los planos 
2= +YyT+Y+2= 2se obtiene lo siguiente: 


z —rty^rctydz-2 22 = 2 z=1 
z 1Az=r+y r+y=l. 


Lo cual dice que la intersección entre los dos planos es el segmento x + y = lenz = 1. De 
este modo, S queda graficada como en la figura 9.5a. Su sombra en el plano xy es el triángulo 
D, que se puede describir como 


Esto servirá si es necesario parametrizar a S. Por otro lado, se puede ver con cierta simpleza 
que se cumplen las hipótesis del teorema de Stokes: 


m Cescurva frontera de S, asi que es cerrada; 
a Sessuperficie simple y regular, orientable; 
= FesClenR?. 

Por lo tanto, 


f Fas = JI rot(F).dS. 


La orientación inducida por C de S, por regla de la mano derecha es con normales apuntando 
hacia arriba, es decir, con tercera coordenada positiva. 
Se calcula el rotor: 


ge So 
OO <a» 
glo = 


rot(F) = V x F := det Em —(z—2,02—2), 


xy + e" zi te” 2Y + e? 
yuna parametrización de S es: 
B(x, y) ES (2,y,2 == y), 


con (x, y) € D. ! 
$, = (1,0,—1 
| a (011) >%X2,=(1,1,1) 
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Figura 9.5: Superficie x + y + z = 2, enel primer octante con z > x + y, su 
sombra en z = 0y su orientación inducida 


(b) Sombra en el plano 
(a) S ž= 0 


Como la tercera coordenada es constantemente 1 > 0, se deduce que ® preserva orientación 
de S (la inducida). Con esto, 


I F.ds I] (z — x,0,z— x).dS 
C S3ra.20 


1 1-2 
L1 (2— 2a — y, 0,2 — 2x — y).(1, 1, 1) dydx 


1—x 27 y=1-x 
2 | | 2-20 ydyder =2 | |2. 204 2 dx 
y=0 


1 
- [ 56043, (gs 3,2, 3,| 5 
i 2 6 2 


Ejemplo 9.1.6. Calcular la integral del campo 


1 
F(x,y, z) = | 2y + In(z? + 1), zz — In(sen”), zy + 
z? +1 


a lo largo de la curva C imagen de a(t) = (2cost,3 — 2cost,2sent),0 € t < 2m. 

Si bien se tiene la curva caracterizada vía una parametrización, al plantear la integral de 
campo por definición queda una integral imposible de calcular. Por lo que habrá que ver si se 
puede aplicar el teorema de Stokes nuevamente. 


m A pesar de que C no está dada de manera explícita, se puede intentar graficar a partir 
de la parametrización dada, ya que C = Im(a). Se tiene que si (x,y,z) € IR? es un 
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punto de la curva, debe cumplir que 


xz =2cos0 
y =3-2c0s0 
z =2sené. 


Con esto se puede ver que esos (x, y, z) € C cumplen también 
a? + z? = (2cos0)? + (2sen 0)? = 4, 


y —3-—2cos0 — 3 — x. 


Lo cual termina definiendo a C como una elipse en el plano y = 3 — x de sombra 
x? + 2? = 4enel plano zz. Esto se puede ver en la figura 9.6. 


m Esta curva es frontera de la superficie elíptica S, definida como 
S= im 92): a +2? <4, y=3- r}. 


a Se sabe algo acerca de la orientación de la curva? Sí, pues al definirla como imagen de 
una parametrización dada, se supone que su orientación es la misma en la que recorre 
aa C. De modo que, si 

a(0) = (2,1,0) 
a(m/2) = (0,3,2) 
a’  # (0,0,0), 


se puede afirmar que C esta orientada horariamente vista desde el eje positivo y (o, lo 
que lo mismo, antihorario visto desde el origen, la forma en que se explica puede diferir, 
pero la orientación es la misma). 


= F es C! en S, pues ni el logaritmo ni el cociente tienen ningún tipo de problema. 


Por lo tanto, el teorema de Stokes afirma que 


/ F.ds — "i rot(F).dS, 
C Sind 


donde la orientación de S inducida por C es, por regla de la mano derecha (recordar: cerrar a 
palma de la mano derecha en el sentido de orientación de la curva, dejando el dedo pulgar co- 
mo sefialador de la orientación de los vectores normales de S), tal que la segunda coordenada 
del vector normal sea negativa. Si 


2 2 2 
rot(F) = det Ox Oy Oz 1 
2y +ln(x* +1) 2zx—In(sen?y) 244 —— 


z2 +1 
—(z—2,0—9,2—2) = (0, —y, 2 — 2) 
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Figura 9.6: Curva C imagen de a(t) = (2cost,3 — 2 cost, 2 sent), 
O0<t<27 


EHI 
FIJET U BR 


lj A ULIZIA 


yuna parametrización de S es 


D(z y) = (4,3 — 2,2), 


con (x,y) € D = ((x,y): a? + 2? < 4}. El vector normal se calcula: 


Dd, = (1, —1,0) E 
{ 001) 2 e x& -CL-10 


y, como la segunda coordenada de este ültimo vector es siempre negativa, resulta que P pre- 
serva la orientación inducida de S. Luego, 


f Fas I] (0,3 — z, z — 2).dS 
C S2da.<0 
= ji (0,3 — z, z — 2).(—1, —1, 0) dedz 
D 
I] x — 3dadz. 
D 


Des un disco del plano y se trata de calcular ahora una integral doble sobre él, si se aplica el 
cambio de variables a coordenadas polares 


x —rcosÜ con 0 <r<2 
z=rsend 0 <0<2r, 
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queda que 


2 2n 
// x—3dxdz = I I (rcos0 —3) r d6dr = -3nr?|? = —12m. 
D “MY o Jo “SY 0 
TCV J(r,0) 


Ejemplo 9.1.7. Sean F(x,y,2) = (y- z, z 4- x, 2 +y)y C la circunferencia intersección de 
x? + y? + 2? = 2yconel plano £ + y + z = 0 orientada en el con el sentido (1, 0, — 1), 
(0, 1, — 1), (—1, 0, 1). Calcular la circulación del F campo F a lo largo de C. 

En este caso, C es una circunferencia de radio V2 en el plano x + y + z = 0, ya que este 
plano corta a la esfera unitaria pasando por su centro (0, 0, 0) (ver figura 9.7). No resulta una 
curva fácil de parametrizar (pero tampoco es muy difícil). Pero si se considera el disco del cual 
esta curva es borde, como F es C en todo el espacio, se tiene que la circulación de F alo largo 


de Cesiguala 
J; | rot(F).dS 
Sind 


y al calcular el rotor de F este da 0. Por lo cual, 


f F.ds = 0. 
C 


Figura 9.7: Circunferencia intersección de x? + y? + 2? = 2y con el plano 
+y+rz=0 
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Ejemplo 9.1.8. ¿Cuál es la circulación del campo Fa lo largo de la curva C si 


F(z,y,z) = (e z’, y 4- y! +ln(y — 2), 27 In(z? +1)) 


y C es la curva intersección de las superficies y = 4 — a? — z2? ey = a? + 2” + 2si C está 
orientada en el sentido (1, 3, 0), (0,3, 1), (—1, 3, 0)? 

La circulación del campo F alo largo de C está dada por la integral de línea Jo F.ds,con 
la curva orientada como se pide. Esta curva es la intersección de dos superficies, que son justa- 
mente dos paraboloides que tienen a y como eje de simetría. Al cumplir esto, sumado al hecho 
de que se trata de dos paraboloides circulares, se esperaría que la curva intersección fuera una 
circunferencia (ver figura 9.8). Esto se puede corroborar analíticamente igualando las expre- 
siones que describen a ambas superficies: 


—4-—g2-;? 
| ne > y=4-(y-2) Sy=3 >1=r +2". 


Es decir que C es la circunferencia unitaria x? + z? = 1enelplano y = 1. Al considerar su 
orientación segün en el enunciado se puede advertir que esta es equivalente a decir que C está 
orientada antihorariamente vista desde el origen. 

Sise quiere aplicar el teorema de Stokes, hay que fijarse que la curva en cuestión sea cerra- 
da. Como, efectivamente lo es, hay que decir de qué superficie es borde: en este caso están los 
dos paraboloides pero acotados, y = 4 — x? — z2,con3 < y < 4,y y = a? + z? + 2, con 
0 < y < 2; además está el disco unitario x? + y$ 1, con y = 3. Desde ya que conviene tomar 
la superficie más simple, que en este caso se trata del disco, porque es una región plana, pero 
hay otra razón adicional: el campo F solo está definido para (x, y, z) con y > 2, pues en su 
segunda componente aparece In(y — 2), lo cual hace que no se pueda tomar el paraboloide 
y = x? + 2? + 2, con 0 < y < 2, ya que este tiene su vértice con y = 2 y allí F no puede ser 
e». 

Por lo tanto, si se toma a S = ls y,z):zx?4-2x1,y— 3} y se aplica el teorema 


de Stokes, queda: 
/ F.ds = ff rot(F).dS, 
Cc or 


con S orientada con normales con segunda coordenada negativa (se sugiere al lector controlar 
esta orientación inducida). 


Se m 


i ; 
rot(F) — det E: B 

e —z? y+y +ln(y—2) 2x—ln(2* +1) 
En lugar de buscar una parametrización P de S y luego controlar si P preserva o no su orien- 


tación, se hará lo que se planteó en la observación 5.4.14. Como S es una superficie que se en- 
cuentra en el plano y = 3, tiene normales constantes. Un vector normal de S que apunte en 
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el sentido inducido, o sea, con segunda coordenada negativa, es (0, — 1, 0), de modo que 


Jl... IMPO. = Hi, rot(F).(0, —1,0) dS 
J 225-2 [[ 145 - 24. 


Pero S es un disco de radio 1, del cual se conoce su área por la fórmula 7 radio?. Entonces, 


/ F.ds = 2 A(S) = 2m. 
C 


2 


Figura 9.8: Curva intersección de las superficies y = 4 — x° — 2° e 


y=r? +2742 


Ejemplo 9.1.9. Calcular la circulación de F(x,y, 2) = (2+ ew „m — In(14- y?), 0) alo largo 
de la curva intersección de las superficies x? + y? = 2, y = Vx? + 22? orientada en sentido 
horario visto desde el origen del sistema de coordenadas. 

La superficie a? + y? = 2 es un cilindro no acotado de radio V2 con eje de simetría 
(0,0, z). La expresión y = Vx? + 222 resulta equivalente a y? = x? + 22% con y > 0, 
lo cual deja más en evidencia que se trata de un cono elíptico con eje de simetría (0, y, 0). La 
curva C intersección no se trata de un curva plana (ver figura 9.9), pero se trata de una elipse 
curva. Su sombra en el plano zz se puede obtener a partir de la igualación de las expresiones 
que describen a las superficies: 


ety? =2 2 2 2 2, „2 
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Así guelasombra es el disco unitario. Para aplicarel teorema de Stokes, hay que mencionar las 
siguientes cuestiones. 


a Cescurva frontera de la superficie elíptica que se encuentra en el cilindro z? + y? = 2, 
que se puede describir como S = i y, z): 1? +y? =2, r? +2 < 1}. Es decir, 
S está en el cilindro ese y su sombra es el disco x? + 7? < 1 en el plano zz; 


= F es un campo C! en el espacio; 


a la orientación de la curva C induce una orientación en S, tal que sus vectores normales 
tienen segunda coordenada positiva. 


f Fas = n rot(F).dS. 
C or 


i 


rot(F) — det E 
ze x+h(1+y) 


Con esto, 


Se calcula el rotor: 


Gor. 


k 
& | = (0,1,1) 
0 


Y se busca una parametrización de S, que puede pensarse como 
(r, 0) = (r cos 0, y(r, 0), rsen), 


con (r, 0) € [0,1] x [0, 27]. El dominio dela parametrización surge del hecho de describir al 
disco unitario que es sombra de la región en el plano xz. La única cuestión es decidir cómo será 
y(r, 0):al describir S se mencionó que esta superficie se encontraba en el cilindro z?--? = 2. 
Como en este caso y > 0, se puede despejar a y en función de x = r cos 0, quedando 


y = V2- (rcos0)". 


Ahora se calcula el vector producto cruz de las derivadas parciales y se corrobora la orientación 
de la parametrización: 


E 2 
(cos 0, AR sen e 
V2 — r? cos? 0 


r? cos @ sen Ó 
Do —r sen 0, ===, r cos 9 
2 — r? cos? 0 
El asterisco en la primera coordenada es porque el rotor tiene la primera coordenada nula, 
cuando se haga el producto escalar, este anulará a la primera componente de ®,. x Pop asi 
que realmente no importa cuánto vale en esa coordenada. Para ver el tema de la orientación 
se puede notar que la segunda coordenada es siempre negativa porque r > 0, asi que ® in- 
vierte orientación de S. Por lo tanto, 


Ik. or zi (0, 1, 1).(*, —r, 0) drd6 
- f —r dOdr = 2n |5] == 
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Figura 9.9: Curva intersección de las superficies 17 + y? = 2e 


y= Va? 4-2: 


9.2. Práctica 


1) Sea F un campo C? en R? y S una superficie cerrada. Demostrar que el flujo de rot F a 
través de S es nulo. 


2) Comprobarque se verifica el teorema de Stokes en el caso F(x, y, 2) = (3y, —2, yz?) 
y Slasuperficie z = (12+y?)/2,2 < 4.Indicarenun gráfico claramente cómo orienta 
ala superficie S y a su borde. 


3) Determinar si es posible aplicar el teorema de Stokes para calcular la circulación del 
= y x a, 
campo F(x,y,2) = (tī > y z) alo largo de los bordes de las superficies: 


1) Sla región del plano z = O que verifica z? + y? < 4yx+y> 4. 


2) Sel círculo z? + y? < 4en el plano z = 0. 


En cada caso, determinar la circulación de F alo largo de las curvas indicadas y el flujo 
de rot F a través de las superficies dadas. 
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4) Mediante una aplicación conveniente del teorema de Stokes, calcular la circulación de 
los siguientes campos a lo largo de las curvas indicadas. 


1) F(x,y,2) = (2y, xz, xy) alo largo de la curva Cimagen de a(t) = (4cost, 2, 4sen t), 
0 € t € 2m. 


2) F(x,y,z) = (uy, zv, zy) a lo largo de la curva frontera de x + y + z = 2, en 
el primer octante con z > x + y recorrida positivamente si se la observa desde el 
eje positivo z. 


5) Calcular la circulación de F (x, y, 2) = (In(1-- z?), x — y, z — y) a lo largo de la curva 
bordedelasuperficiez = z?,y < x,z < 4enel primer octante orientada en el sentido 
(2,0, 4), (0,0,0), (2,2, 4). 


6) Sean F(x, y, z) = (y,—x, za?y?)y S la superficie dada por x? + y? + 2? = 4,2 < 0 
orientada con vectores normales hacia arriba. Calcular Ts Vx F. 


(t, t?, 0) sit € [0,1] 


7) Sea C la curva definida por la trayectoria a(t) = |6 2—40) site [12] 
gl deg SI ? 


1) ¿a es una parametrización de C? 


2) Consideremos a C orientada por a, ¿cuánto vale la circulación de F a lo largo de 
Csi Fesuncampo vectorial Ct que verifica rotF (x, y, 2) = (—x, 0, z— x), para 
todo (x, y, z) € R?? 


8) ¿Cuáles la circulación del campo F alo largo dela curva C'sirotF(z, y, z) = (—x*,y,2x2— 
z)y C es la curva intersección de las superficies z = 4 — x? — y? y z = z? +y? + 2si 
C está orientada en el sentido (1,0, 3), (0, —1, 3), (—1,0, 3)? 


9) Calcular la circulación de F (x, y, z) = (y? 4- sen x, cos? y, arc tg z +x°)a lo largo de 
la curva C parametrizada y orientada por a(t) = (2 cost, sent, 5 — 2cost — sent), 
0 € t € 27. 
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Parte IV 


Apendice 


Apendice A 


Curvas planas especiales 


A.1. Circunferencias 


Asumiendo la identidad trigonométrica cos? (t) + sen? (t) = 1 y que el cos(t) y el sen(t) son 
la primera y segunda coordenadas, respectivamente, de un par ordenado (x, y), tenemos que 
x? + y? = 1 y esto representa la circunferencia unitaria (de radio 1) con centro en (0, 0). 


Figura A.T: Circunferencia x? + y? = 1 


De manera análoga, si se consideran xo, yo, r € IR, r > Oyel siguiente cambio de varia- 
bles 


g — to = rcost, y — Yo = rsent 


se tiene que 


(x — 20)? + (y — yo)? = r? cos? t + r° sen? t. 
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Esto permite generalizar la idea anterior a circunferencias que no sean unitarias ni tengan cen- 
tro en el origen. Por lo tanto, se llega a que una circunferencia es el siguiente conjunto de pun- 
tos 


C = { (x,y) ER” : (z — z9)? + (y— yo)? = r?). (A.1.1) 


(Zo, Yo) se denomina centro de la circunferencia y r es el radio de la misma (siempre mayor que 
0). Se destaca el hecho de que el centro de la circunferencia es un punto que no está en ella, es 
decir, (zo, yo) € C, pues (xo — zo)? + (yo — yo)? = 0 £ r?,salvoquer = 0; en cuyo 
caso, la circunferencia es un punto y su centro es el único punto que ella tiene (xo, yo). Otra 
característica que cumple el centro de la circunferencia es que equidista de todos los puntos 
de ella, más aün, esa distancia es la que se denomina radio de la circunferencia. 


Ejemplo A.1.1. El conjunto de puntos dado por 


C = (my) ER: (z-1? +(y—2) = 2) 


es una circunferencia de centro (1, 2) y radio 3. 


21 


Figura A.2: Circunferencia (x — 1)? + (y — 2)? = 1 


A.2. Elipses 


La elipse puede pensarse como una deformación de una circunferencia o, mejor aun, como un 
caso más general, que contiene a la circunferencias como un ejemplo específico. Si x = a cost 
ey = bsent,a, b > Otenemosgue je = 1. Esto equivale a decir que a la circunferencia 
unitaria del caso anterior la deformamos en un factor “a” horizontalmente y en un factor “b” 
verticalmente. Si se extiende este mismo concepto a elipses con otros centros, queda definido 
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el conjunto de puntos que conforman una elipse de forma más general 


X ten pa. ci (y E » i} 


(A.2.1) 


(Zo, Yo) se denomina centro de la elipse a y b son los radios menor y mayor. Debemos tener en 
cuenta que el centro de la elipse no es equidistante a cualquier punto de ella, eso solamente 
ocurre en el caso que la elipse sea una circunferencia, es decir que a = b. 


Figura A.3: Elipse ("— + (v4 — 1 


Una observación importante es el hecho de que para identificar claramente una elipse, la 
ecuación debe tener en la expresión de la derecha siempre un 1. Por ejemplo, el conjunto 


C = ((z,y) ER”: 42? + (y+ 1? = 9} 


corresponde a una elipse. En efecto, 


Az? 1? 9 Ag? 1)? 
erty 9 a A RI 4 
9 9 9 9 
2 1 2 
S El (y +1) si, 
2 9 
4 
y, finalmente, 
z? (y+1) 
En este caso, la expresión corresponde a la de una elipse con centro en (0, — 1), con a = žy 


= 3. Lo único que se hizo fue manipular algebraicamente la ecuación, por ejemplo se utilizó 
que 4 = 4 y luego se escribió todo lo del denominador como cuadrados para obtener a y b. 
4 
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Figura A.4: Elipse 4z? + (y + 1)? = 9 


A.3. Hipérbolas 


Sea H el siguiente conjunto 
H={(a,y) ER? : 27-7? =1}. (A.3.1) 


Se tiene que z? — y? = 1, o equivalentemente (x — y).(x + y) = 1, ya que se trata de una 
diferencia de nūmeros reales al cuadrado. Si consideramos un cambio de variables lineal, z y 
a y, definido por: 

T=t—9Y,Y=7+y, (A.3.2) 


gueda 
TY = 
y esto no es más que una hipérbola en el plano z, y, con asíntotas T = Oy y = 0. Volvien- 
do a las variables x e y originales, se tiene que x? — y? = 1 es una hipérbola con asíntotas 
x—y =O0yx+y = 0, osea que las asintotas son oblicuas y son las rectas identidad y su per- 
pendicular que pasa por el (0, 0). También podríamos haber deducido que las asíntotas eran 
esas pensando lo siguiente: si (x — y).(a +y) = 1, entonces, (x — y).(x + y) £ 0, de lo que 
se deduce que x — y 4 0y x + y H 0. Esto implica que los puntos en los que x = y o los que 
x = —yno pertenecen a la hipérbola, por lo tanto, conforman las asintotas. El gráfico de este 
tipo decurva es el correspondiente a la figura A.5 y consta de dos tramos no conectados entre 
sí. 
Por otra parte, si se considera este otro conjunto de puntos 


S —((z,y) ER”: y? -a? — 1) 


se tiene que y? — a? = 1 & x? — y? = —1, con lo cual haciendo nuevamente el cambio de 
variables (A.3.2) queda 
zg--l. 
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Figura A.5: Hipérbola x? — y? = 1 


De este modo, las asíntotas serían las mismas del caso anterior pero en este caso la curva pasa 
por los puntos (0, —1) y (0, 1). La curva correspondiente es la de la figura A.6. 


Figura A.6: Hipérbola y? — x? = 1 


Del mismo modo que en los casos anteriores se puede generalizar la fórmula de la hipér- 
bola, como a continuación: 


H = {(a,y) E R? : (x — o)? - (y- yo = d,d E R}. (4.3.3) 


Sid > 0, el gráfico de la hipérbola es similar al de la figura A.7a. Sid « 0, el gráfico de la 
hipérbola es similar al de la figura A.7b. Si d = 0, tenemos un caso distinto, dado que 


(x — zo)(y— yo) = 0 & z = zooy = Yo. 
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Figura A.7: Hipérbola (x — zo}? — (y — yo)? = d 


(a) d > 0 (b) d < 0 (Qd —0 


Por lo tanto, la hipérbola degeneró en sus asíntotas que son las dos rectas x = £o ey = yo. 


Ejemplo A.3.1. 
S = ((z,y) e R': (c-1? - (y +2)? 2). 


Factorizando la diferencia de cuadrados 
(2-1-y+2M(-14+y-2=28 (2-y+D(2+y-3)=2, 


lo cual implica que x — y +1 4 Oyquex + y — 3 Æ 0. Entonces las asíntotas son y = «+1 
ey = 3— zy la curva corresponde a la figura A.8. 


Figura A.8: Hipérbola (x — 1)? — (y + 2)? = 2 
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Comandos para graficar con el 
programa Mathematica 


Algunos comandos basicos del programa Mathematica (resultan validos para doso tres varia- 
bles, indistintamente): 


1) 


2) 


3) 


4) 


5) 
6) 
7) 


8) 


[x, y) representa un vector de dos coordenadas x e y. Si se quieren agregar coordena- 
das, se lo hace mediante comas. 


Axes — True: grafica los ejes cartesianos (si no se quiere graficar se pone False, en lugar 
de True). 


AxesOrigin — (0, 0}: grafica el corte de los ejes cartesianos. 


AxesLabel > (zx, y): le da nombre a los ejes cartesianos x e y, en ese orden, respecti- 
vamente. 


Frame — False: no coloca marco al gráfico. 
Ticks + None: no coloca valores numéricos ni marcas en los ejes cartesianos. 
PlotStyle <: hace de un determinado estilo o color una línea o región. 


PlotPoints — 40: indica cuántos puntos de evaluación hará para graficar el comando 
(mientras mayor es el nümero, más calidad tiene el gráfico, pero en contraparte es más 
pesado para almacenarlo como dato). 


Nota 1: Siempre antes de realizar un gráfico conviene colocar la frase Clear[x, y], pues de 
este modo se evita tomar variables con valores previamente asignados en el archivo (si hay 
nuevas variables definidas, también conviene incluirlas dentro del comando Clear). 

Nota 2: En los gráficos que son en 2D (en el plano) se puede escribir encima, marcar flechas 
de dirección, señalar y editar haciendo click derecho sobre la imagen. 

Nota 3: Al terminar de escribir un comando se debe pulsar shift+enter para que el progra- 
ma procese lo ingresado. 
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Capitulo1 


Figura 1.1: 

RegionPlot[y < 10(a — 1)^2z(x + 0,5)(x — 0,5), (x, —1, 1}, (y, —4, 4}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), 

Frame — False] 

Figura 1.2a: 

RegionPlot[0 € x € 4r &&sSin[x] € y € Sin[r] + 1, (z, —1, 27}, (y; —2, 2}, 
Axes — True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), Ticks > False, 
Frame — False] 

Figura 1.2b: 

RegionPlot[0 € y € 4v&&sSin[2y] € x € Sin[2y] + 1, Lx, —2, 2}, (y, 0, T}, 
Axes — True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), Ticks + False, 
Frame — False] 

Figura 1.2c: 

RegionPlot[r^2 + y^2 € 1, Lx, —2, 2}, (y, —2, 2}, Axes — True, 

AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, Ticks + None, 

Frame — False] 

Figura 1.3: 

gl = RegionPlot[1 < x < 3&&1 € y € 2, Lx, —,25, 4}, (y, —,5, 2}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), 

Ticks > {{{1, a}, {3, b}}, {{1, c}, (2, d}}}, Frame > False]; 

cl = ParametricPlot[{w, 1}, Lu, 0, 1), Axes — False, PlotStyle + DotDashed]; 
c2 = ParametricPlot((u, 2}, Lu, 0,1}, Axes + False, PlotStyle + DotDashed]; 
c3 = ParametricPlot[{1, u}, (u, 0, 1}, Axes — False, PlotStyle + DotDashed]; 
c4 = ParametricPlot|(3, u}, Lu, 0, 1}, Axes — False, PlotStyle + DotDashed]; 
Show |gl, c1, c2, c3, c4] 

Figura 1.4: 

RegionPlot[r < y € 2a, {x, —,5, 1}, (y, —2, 2), Axes > True, 

AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (z, y), Ticks > ((—2,—1,0,1,2$%,(—1,1)), 
Frame — False] 

Figura 1.5: 

RegionPlot[-1 < x < 1&&1 < y — 2 € 3&&1 € y — 2x < 2, 

Lx, -2, 2}, (y, —1, 4}, Axes > True, 

AxesOrigin > {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks > {{—1,0,1}, (—1,1,2, 3, 4) ], Frame > False] 

Figura 1.6: 

RegionPlot[r^2 + y^2 € 1, Lx, —2, 2}, (y, 2, 2}, Axes > True, 

AxesOrigin + (0,0), 

AxesLabel > {x,y}, Ticks > ((—2, —1, 0, 1,2}, (—1, 1}}, Frame — False] 
Figura1.7: 

gl = RegionPlot|(x — 3/2)^2 + (y —2)^2 < 1,(x,—1,3%,(y,—1,3), 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel + (xz, y), 

Ticks + {{{3/2, xo}}, {{2, yo}}}, Frame — False] 
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cl = ParametricPlot[(u, 2}, Lu, 0, 3/2), Axes + False, PlotStyle + DotDashed]; 
c2 = ParametricPlot[{3/2, u}, {u, 0, 2), Axes > False, PlotStyle + DotDashed]; 
Show|g1, c1, c2] 

Figura 1.8: 

RegionPlot[z^2/3^2 + y^2/2^2 < 1, (x, —4, 4}, (y, —4, 4}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks + (((—3, —a}, {3, a}}, {{—2, —b}, (2, b}} }, Frame — False] 

Figura 1.9: 

s1 = RegionPlot|(x + 1,5)^2/3^2 + (y — 2)^2/(1,5)^2 < 1, {x, —4,5, 4}, 

(y, —4, 4}, Axes —> True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks > {{{—4,5, xo — a}, (—1,x0$, (1,5,x0 + aM, (4,5, yo — b}, {2, yo}, 
{3,5, yO + b}}}, Frame > False]; 

cl = ParametricPlot|( —4,5, u}, Lu, 0, 2}, Axes > False, PlotStyle + DotDashed]; 
c2 = ParametricPlot[(1,5, u}, {u, 0, 2), Axes — False, PlotStyle — DotDashed]; 
c3 = ParametricPlot[{u, ,5}, Lu, —1, 0), Axes > False, PlotStyle + DotDashed]; 
c4 = ParametricPlot[(u, 3,5}, Lu, —1, 0), Axes + False, PlotStyle + DotDashed]; 
Showļs1, c1, c2, c3, c4] 

Figura 1.10: 

gl = RegionPlot[7^2 — y^2 < 1&& — 1 < y € 1, (xz, 4,4, y, 3,3), 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), 

Ticks + {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, (-2, 21, 1, 2}}, Frame + False]; 

hiperbola = ContourPlot[z^2 — y*2==1, {x, —4, 4}, (y, —3, 3), Axes + True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y], Ticks > {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, 
{—2,—1,1,2}}, Frame > False]; 

rectas = ContourPlot[{y==1, y == —1}, {a, —4, 4}, (y, —3, 3}, Axes — True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, Ticks + {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, 
{—2,—1,1,2}}, Frame > False]; 

Show|g1, hiperbola, rectas] 

Figura 1.11: 

gl = RegionPlot[r^2 — y^2 > 1,(2, —3, 3}, (y, —3, 3}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y}, Ticks + {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, 
(-2,—1,1,21], Frame > False]; 

hiperbola = ContourPlot[z^2 — y*2==1, {x, —4, 4}, (y, —3, 3), Axes + True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), Ticks > ((—3, —2, —1,0,1,2, 3}, 
{—2, 21,1, 21], Frame > False]; 

Show|g1, hiperbola] 

Figura 1.12: 

gl = RegionPlot[-1 € x < 1&&0 € y € 1, (z, —2, 2}, (y, -2, 2), Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y}, Ticks + {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, 
(-2,—1,1,21], Frame > False]; 

g2 = RegionPlot[l < y < 2&&y — 2 < x < 2 — y, {x, —2,2}, (y, - 2,2), 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), 

Ticks > {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, {—2, —1, 121. 

PlotStyle + (Orange, Opacity[0,5]), Frame > False]; 
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Show|g1, g2] 

Figura 1.13: 

gl = RegionPlot[-1 < y < 2&&0 < x < VĀ —Y72, Lx, —2, 2}, {y, —2, 2}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), 

Ticks ^ {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, (-2, 21, 1, 2}}, Frame + False]; 

g2 = RegionPlot[-1 < y < 1&& — /1— y42 < x € 0, {a, —2, 2}, (y, —2, 2}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0), 

AxesLabel > (zr, y), Ticks + {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, {—2, —1,1,2}}, 
PlotStyle + (Orange, Opacity[0,5]), Frame > False]; 

Show|g1, g2] 

Figura 1.14: 

gl = RegionPlot[-1 < y < I&& —2/1— y^2 < z € 0, {x, 2,2), (y, —2, 2}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0), 

Ticks + {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, (-2, 21, 1, 21 }, AxesLabel > {x,y}, 

Frame — False]; 

g2 = RegionPlot[0 < x < 2&&a—2<y< 2 — x, {x, —2, 2}, (y, —2, 2}, 

Axes + True, AxesOrigin + (0,0), 

AxesLabel > {x,y}, Ticks + ((—3,—2,—1,0,1,2,3$,(—2,—1,1,2)), 
PlotStyle + (Orange, Opacity[0,5]), Frame > False]; 

Show|g1, g2] 

Figura 1.15: 

RegionPlot3D|0 < z < 1&&0 < y < 2 — z&&0 € z < 4— ^2 — y^2, (x, 1,3), 
(y, - 1,3), {z, —1, 4), Axes > True, AxesOrigin — {0,0,0}, 

Ticks > False, AxesLabel > (x, y, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 1.16: 

RegionPlot3D|0 < z < 1&&0 < z < 2  z&&0 € y < 4— z^2 — z^2, {x, -1, 3}, 
(y, —1, 4}, (2, 21, 3), Axes > True, AxesOrigin — {0,0,0}, 

Ticks > False, AxesLabel > (zx, y, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 1.17: 

RegionPlot3D|0 < z < 1&&0 < y < 2— z&&0 < x < A— y^2 — z^2, (x, 1,4], 
(y, —1,3}, (2, 21, 3), Axes > True, AxesOrigin — (0, 0, 0), 

Ticks > False, AxesLabel > (x, y, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 1.18: 

RegionPlot3D|0 < z < 1&&0 < y < 2&&0 < x < 4, {z,-1, 4}, (y, -1, 3}, 
(2, 21,3), Axes + True, AxesOrigin + {0,0,0}, 

Ticks > False, AxesLabel > (x,y, z}, PlotPoints + 40] 

Figura 1.19: 

RegionPlot3D[z + y + z < 2&&x > 0&&y > 0&&z > 0, {x, -1, 3}, {y, -1, 3}, 
(2,—1,3), Axes + True, AxesOrigin —> {0,0,0}, 

Ticks + False, AxesLabel + {x, y, z}, PlotPoints + 40] 

Figura 1.20: 
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RegionPlot3D[z + y + z < 2&&x > 0&&y > 0&&z > 0, {x, 1,3, {y, 1,3) 
(2, 21,3), Axes + True, AxesOrigin + {0,0,0}, 

AxesLabel > (xz, y, 2), PlotPoints — 40] 

Figura 1.21: 

RegionPlot[0 < x < 2&&0 < y < 2— x, {a,—-1, 2,5}, (y, —1, 2,5}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, Ticks ^ {{—2, —1,0,1, 2}, (- 1, 11], 
Frame — False] 

Figura 1.22: 

a = ,5; 

ParametricPlot3D[((2 — az) + Cos[t], (2 — az) + Sin[t], z}, Lt, 0, 2Pi}, {z, 0, 2}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0), AxesLabel > (z, y, z}, Ticks + False] 
Figura 1.23: 

RegionPlot3D [z^2 + y^2 < 36, (x, —6, 6}, (y, —6, 6}, {z, —8, 8}, Axes > True, 
AxesOrigin > 10, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, Ticks + False, PlotPoints + 40] 
Figura 1.24: 

RegionPlot3D[(a — 1)^2 + (y + 1^2 € 4, (x, —4, 4}, (y, —4, 4}, (2, —8, 8}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > {x, y, z}, Ticks — False, 
PlotPoints — 40] 

Figura 1.25: 

RegionPlot3D|z^2 + y^2 < 36&& — x < y € v, (rc, 6,6), 19, —6, 6}, 12, 78, 8), 
Axes — True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > {x,y,z}, 

PlotPoints — 50] 

Figura 1.26: 

RegionPlot[r^2 + y^2 < 36&& — x < y < z, 1x, 4,6), (y, —6, 6}, Axes > True, 
AxesOrigin — (0,0), AxesLabel > (x, y), 

Ticks > {{—2, —1,0, 1, 2,6}, (—1, 1) ]; Frame > False] 

Figura 1.27: 

RegionPlot3D((x — 1)^2/4 + (y + 1^2 € 4, (z, —3, 5}, (y, —4, 4}, (2, —8, 8}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > (x,y,z), 

Ticks — False, PlotPoints — 40] 

Figura 1.28: 

RegionPlot3D|(x — 1)^2 — (y + 1^2 € 4, 1, —10, 10}, (y, 10,10), 12, 28, 8}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z], 

Ticks — False, PlotPoints + 40] 

Figura 1.29: 

RegionPlo3D|z^2 — ^2 < 18€ - 1 y € 1&&— 1€ z € 1,12, 22,2], 

(y, —2,2}, (2, —2,2}, Axes > True, AxesOrigin — {0,0,0}, 

AxesLabel — iz, y, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 1.30: 

RegionPlot3D[y^2 +1 < rz&&z < 4&&0 € z < 4,1, 1,5], 

(y, —3, 3}, (2, 21, 5}, Axes > True, AxesOrigin > {0,0,0}, 

AxesLabel < {x,y,z}, Ticks + False, PlotPoints + 40] 

Figura 1.31: 

RegionPlot|z > y^2&&z < 4, fy, -3, 3}, {z, —1, 4,5], Axes > True, 
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AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (y, z}, Ticks > {{—2, —1,0,1, 2}, (1,2, 3, 41], 
Frame — False] 

Figura 1.32: 

RegionPlot3D|y^2 < z&&z < 4&&0«2z < 2, (7, 3,3, {y, —3, 3}, (z, -1, 5}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > iz, y, z}, PlotPoints — 40] 
Figura 1.33: 

RegionPlot[(a: — 2)^2 + (y + 1)^2 € 4, {x, 21,5), (y, —3, 2}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), Ticks > {{0,1,2,3,4}, (-2, 21, 1,21), 
Frame — False] 

Figura 1.34: 

RegionPlot3D((z — 2)^2 + (y + 1)^2 < 4&& — 2 < z € 8, (x, —4, 4}, (y, —4, 4}, 
[z, —4, 4), Axes + True, AxesOrigin — (0, 0, 0), AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 1.35: 

RegionPlot3D[z^2 + y^2 < z^2&&0«-2z < 1, {x, —2, 2}, (y, —2, 2}, 12,0, 1,5}, 
Axes + False, AxesOrigin + {0,0,0}, AxesLabel > (zc, y, z}, Ticks — False, 
PlotPoints — 60] 

Figura 1.36a: 

gl = RegionPlot[r^2 + y^2 < 1, {x, —3, 3}, (y, —3, 3}, Axes > True, 

AxesOrigin + {0,0}, Ticks + {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, (-2, —-1,1,2}}, 
AxesLabel > (x, y), Frame + False]; 

g2 = RegionPlot[z^2 + y^2 < 4, {x, —3, 3}, (y, —3, 3}, Axes > True, 

AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), PlotStyle + Directive[Opacity[0,5]], 
Frame — False]; 

g3 = RegionPlot[z^2 + y^2 < 9, Lx, —3, 3}, (y, —3, 3}, Axes > True, 

AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel + {x, y}, PlotStyle + Directive[Opacity[0,5]], 
Frame — False]; 

Show|g1, g2, g3] 

Figura 1.36b: 

gl = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1/4), Lu, 0, 1/4), (v, 0, 2Pi}, 

Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, Ticks + False, AxesLabel > (z, y, z), 
PlotRange — All); 
g2 = ParametricPlot3D[{wCos[v], uSin[v], 1/8}, Lu, 0, 1/8}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
g3 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1/6), Lu, 0, 1/6), (v, 0, 2Pi?, 
PlotRange — All]; 
g4 = ParametricPlot3D[( uCos[v], uSin|v], 1/10], Lu, 0, 1/10], (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
g5 = ParametricPlot3D[(uCosļv], uSin[v], 1/16}, {u, 0, 1/16}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
g6 = ParametricPlot3D[{wCos[v], uSin[v], 1/25}, Lu, 0, 1/25], (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
g7 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —1/4}, Lu, 0, 1/4}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
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g8 = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], 1/8), Lu, 0, 1/8), (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange > All); 
g9 = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], —1/6}, {u, 0, 1/6), (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
glo = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], 1/10), Lu, 0, 1/10), (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
gl] = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin|v], — 1/16], Lu, 0, 1/16}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 


g12 = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], 1/25), Lu, 0, 1/25), (v, 0, 2Pi?, 
PlotRange > All]; 


Show|g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7, g8, g9, g10, 

gi, g12] 

Figuras 1.37a y 1.37b: 

gl = RegionPlot[y^2 < z2,{y,—1, 1}, (z, —1, 1], Axes > True, 

AxesOrigin + {0,0}, Ticks + {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, {—2, —1, 1,2}}, 
AxesLabel > (y, z}, Frame — False]; 

g2 = RegionPlot[1 + y^2 < z^2,{y,—1, 1}, {z, —1, 1}, Axes + True, 

AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel + (y, z}, Frame < False]; 

Show|g1, g2] 

Figura 1.38: 

conos = ContourPlot3D[r^2 + y^2222^2, {x, —2, 2}, (y, —2, 2}, {z, -1, 1}, 

Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (z, y, 2}, 

PlotPoints — 40]; 

g2 = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], —1}, {u, 0, 1}, (v, 0, 2Pi}, 

PlotRange — All]; 

g3 = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], 1}, Lu, 0, 1}, (v, 0, 2Pi}, 

PlotRange — All]; 

Show conos, g2, g3] 

Figura 1.39: 

gl = RegionPlot|(z — 3/2)^2 + (y — 2)^2 € 1, (z, —1,3), (y, 0, 4), Axes > True, 
AxesOrigin + (0, 0}, AxesLabel + (x, y), Ticks > (((3/2, xo}}, ((2, yo}}}, 
Frame — False]; 

g2 = RegionPlot[(1 — 3/2)^2 + (y — 2)^2 € 2, (x, —1, 3}, (y, 0,4}, Axes > True, 
AxesOrigin + (0, 0}, AxesLabel < (z, y), PlotStyle + Directive[Opacity[0,2]], 
Frame — False]; 
g3 = RegionPlot[(z — 3/2)^2 + (y — 2)^2 < 1/4, (x, -1, 3}, (y, 0, 4}, 
PlotStyle + Directive[Opacity[0,2]], Axes + True, AxesOrigin — {0,0}, 
AxesLabel > (x, y), Frame + False]; 

cl = ParametricPlot[(u, 2}, (u, 0, 3/2), Axes > False, PlotStyle — DotDashed]; 
c2 = ParametricPlot[ (3/2, u}, {u, 0, 2), Axes — False, PlotStyle + DotDashed]; 
Show|g1, g2, g3, c1, c2] 

Figuras 1.40a y 1.40b: 

RegionPlot[(y — 1)^2 € (z — 1)^2, (y, —1, 3}, (z, 21, 3}, Axes + True, 
AxesOrigin + {0, 0}, Ticks > {{0, (1, yo}}, (0, {1,zo}}}, 
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AxesLabel — (y, z}, Frame — False] 

Figura 1.41: 

ContourPlot3D[((x—1)"2+(y+1)"2 == (z—1)^2), Lx, —2, 2}, (y, —2, 2}, (2,0, 2}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (2, y, z}, 

Ticks > {{{1, xo}}, ((—1, yo}}, ((1, z0}}}, PlotPoints — 50] 

Figura 1.42: 

ContourPlot3D[{ (a — 1)^2 + (y + 1)^2 == 242}, {x, —2, 2}, (y, -2,2), (2,0, 1}, 
Axes — True, AxesOrigin + {0, 0,0}, Ticks > {{{1, xo}}, {{—1, yo} }}, 
AxesLabel > {x, y, 2), Ticks + False, PlotPoints — 40] 

Figura 1.43: 

RegionPlot3D[z^2 + y^2 > 22288 — 1<=z < 1,12, 2,21, Ly, 2,2], 

(2, 21,5, 1,5}, Axes — True, AxesOrigin + {0,0,0}, AxesLabel > (x, y, z}, 
PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity[0,4]] 

Figura 1.44: 

RegionPlot3D[V/ (x — 1)^2 + y^2 € z&&0<=z < 10, (x, —12, 12}, 

(y, —12, 12}, (2,0, 10}, Axes > True, AxesOrigin + (0, 0, O}, 

AxesLabel + (y, x, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 1.45: 

gl = RegionPlot[4/ (x — 1)^2 + y^2 < 10, (z, —12, 12}, (y, —12, 12}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, Ticks + ((—9,0, 1,11), (—10, 10}}, 
AxesLabel > (x, y), Frame < False]; 

g2 = RegionPlot[,/(a — 1)^2 + y^2 € 7, Lx, —12, 12}, (y, —12, 12}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), 

Ticks + ((—9,0, 1,11}, (—10, 10}}, PlotStyle > Directive[Opacity[0,2]], 
Frame — False]; 

g3 = RegionPlot V (x — 1)^2 + y^2 € 4, {a, —12, 12}, (y, —12, 12}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel + (xz, y), 

Ticks > {{—9, 0,1, 11}, (—10, 10}}, PlotStyle > Directive[Opacity[0,2]], 
Frame — False]; 

Show|g1, g2, g3] 

Figura 1.46: 

RegionPlot3D[/z^2 + y^2 < z < 10&&0 < x < y, [x,—1, 10}, 

(y, —1, 10}, {z, —1, 10}, Axes > True, AxesOrigin > {0,0,0}, 

AxesLabel > {x,y,z}, PlotPoints —> 40] 

Figura 1.47: 

gl = RegionPlot3D[/z^2 + y^2 < 10&&0 < x < y, {x,—1,10}, {y,—1, 10}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel + (xz, y), 

Ticks — 440, {5Sqrt[2], a}, 10}, {10}}, Frame — False]; 

g2 = RegionPlot3D|/x^2 + y^2 < 7&&0 < x < y, (x, 21, 10}, (y, —1, 10}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), Ticks > {{0, 10}, {10}}, 
PlotStyle + Directive[Opacity[0,2]], Frame — False]; 

g3 = RegionPlot3D[/z^2 + y^2 < 582820 < x < y, (r, 21,10], (y, —1, 10}, 
Axes — True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y}, Ticks > (1(0, 10}, {10}}, 
PlotStyle + Directive[Opacity[0,2]], Frame — False]; 
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cl = ParametricPlot[(5Sqrt[2], u}, Lu, 0, 5Sqrt[2]}, Axes — False, 

PlotStyle + DotDashed]; Showļg1, g2, g3, c1] 

Figura 1.48: 

RegionPlot3D[z^2 + y^2 < z^2&&2«-z < 4, {x, 5,5), 1y, —5, 5}, 

(2,0, 5}, Axes > True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (2, y, 2), 
PlotPoints — 40] 

Figura 1.49a: 

gl = RegionPlot[r^2/4 + y*2/9<=1, {x, —7, 7}, (y, ^ 1, 7}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), 

Ticks + {{—4, —3, —2, 0, 2, 3, 4}, (—6, —3, —2, 0, 2,3, 6}}, Frame — False]; 
g2 = RegionPlot[z^2/4 + y"2/9<=2, Lx, —7, T), (y, —7, 7}, Axes + True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), PlotStyle + Directive[Opacity[0,2]], 
Frame — False]; 

g3 = RegionPlot|z^2/4 + y?2/9<=4, (xz, —7, 7}, (y, —7, 7}, Axes — True, 
AxesOrigin + (0, 0), AxesLabel < (x, y), PlotStyle + Directive[Opacity[0,3]], 
Frame — False]; 

Show|g1, g2, g3] 

Figura 1.49b: 

gl = ParametricPlot3D[{2uCos[v], 3uSin[v], 1}, Lu, 0, 1), (v, 0, 2Pi}, 

Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, Ticks — False, AxesLabel > (z, y, 2}, 
PlotRange — All]; 
g2 = ParametricPlot3D[(4uCos|v], 6uSin[v], 4}, Lu, 0, 1}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
g3 = ParametricPlot3D[{6uCos[v], 9uSin[v], 9}, Lu, 0, 1}, (v, 0, 2Pi), 
PlotRange > All]; 
g4 = ParametricPlot3D[(uCosļ[v], 3uSin[v]/2, 1/4}, Lu, 0, 1}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
g5 = ParametricPlot3D[{2uCos[v]/3, uSin[v], 1/9), Lu, 0, 1}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
Show|g1, g2, g3, g4, g5] 

Figura 1.50a: 

RegionPlot|y^2/9«22^2, (y, —12, 12}, (2,0, 4}, Axes > True, 

AxesOrigin + (0, 0}, AxesLabel < (y, z}, Ticks ^ {{—12,0, 12}, (0, 4}}, 
Frame — False] 

Figura 1.50b: 

RegionPlot[z7^2/4«2z^2, (x, —12, 12), (2, 0, 4), Axes — True, 

AxesOrigin + (0,0), AxesLabel + (x, z}, Ticks + {{—8, 0,8}, (0, 4}}, 
Frame — False] 

Figura 1.51: 

RegionPlot3D[x^2/4 + y^2/9«2z^2& &0«-z < 4, (x, —12, 12}, 

(y, —12, 12}, (2,0, 5], Axes > True, AxesOrigin — (0, 0, O}, 

AxesLabel < {x, y, z}, Ticks + {{—2, 2}, (—3, 3}, {4}}, PlotPoints — 40] 
Figura 1.52b: 

gl = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1/4}, Lu, 0, 1/2}, (v, 0, 2Pi}, 
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Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, Ticks + False, AxesLabel > {x,y,z}, 
PlotRange — All); 
g2 = ParametricPlot3D[(uCos|v], uSin[v], 1}, Lu, 0, 1}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
g3 = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], 2}, (u, O, Sart[2]$, (v, O, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
g4 = ParametricPlot3D[(uCos|v], uSin[v], 4), Lu, 0,2), (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
Show|g1, g2, g3, g4] 

Figura 1.53a: 

RegionPlot|y^ 2«-z, (y, —2, 2}, (2,0, 4), Axes + True, AxesOrigin + {0, 0), 
AxesLabel > (y, z}, Ticks + ((—2,0, 2}, (0, 4}}, Frame > False] 

Figura 1.53b: 

RegionPlot[r^2«2z, (x, —2, 2), (2,0, 4), Axes — True, AxesOrigin + {0, 0%, 
AxesLabel > (x, z}, Ticks ^ {{—2,0, 2}, (0, 4}}, Frame > False] 

Figura 1.54: 

RegionPlot3D[r^2 + y^2 < z&&z < 4, 1x, —2, 2}, (y, —2, 2}, (2,0, 4}, 

Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 1.55: 

RegionPlot3D[((x — 1)^2 + (y + 1)^2 € 1+ z&&z < 4, (x, —4, 4}, (y, 4, 4}, 

[z, —1, 4}, Axes + True, AxesOrigin — (0, 0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

Ticks — False, PlotPoints — 40] 

Figura 1.56: 

RegionPlot3D[(x — 1)^2/4 + (y + 1)^2/9 € z&&z < 4, (x, —10, 10}, 

(y, —10, 10}, {z, — 1, 4}, Axes > True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, 

AxesLabel > (y, x, z}, Ticks + False, PlotPoints + 40] 

Figura 1.57: 

RegionPlot3D[z^2 + y^2 > z, (x, 2,21, (y, —2, 2}, (2,0, 4), Axes > True, 
AxesOrigin — (0, 0, 0), AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints + 40, 
PlotStyle->Opacity[0,4]] 

Figura 1.59: 

RegionPlot3D|(x — 1)^2 + 242 < y&&y € 4, (x, —3, 3}, {y, -1, 5}, 12, —3, 3}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0, 0, 0), AxesLabel > (z, y, z}, 

PlotPoints — 60] 

Figura 1.58: 

RegionPlot|(z — 1)^2 + 222 < 4, (x, —3, 3}, (z, —3, 3}, Axes > True, 

AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, z}, Ticks > (([—1,0, 1,21, (0,21), 

Frame — False] 

Figura 1.60: 

RegionPlot3D|z^2 + y^2 < 1 — z&&0 € z, (x, —1,5,1,5], (y, 1,5, 1,5}, (2,0, 1}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (x,y,2), PlotPoints — 40] 

Figura 1.62: 

RegionPlot3D|4r^2 + (y 4-2)^2 € z&&z € 4, {x, —5, 5}, (y, —5, 2}, 12,0, 4}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints — 40] 
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Figura 1.63b: 

gl = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 0%, Lu, 0, 1), (v, 0, 2Pi}, Axes > True, 
AxesOrigin > 10, 0, 0), Ticks + False, AxesLabel + (2, y, z}, 

PlotRange > All]; 
g2 = ParametricPlot3D[fuCos[v], uSin[v], 1}, Lu, 0, Sqrt[2] V, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
g3 = ParametricPlot3D[(uCosļv], uSin[v], —1}, Lu, 0, Sqrt[2] ), (v, O, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
g4 = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], 2}, Lu, 0, Sqrt[5]}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
g5 = ParametricPlot3D[(uCosļv], uSin[v], —2}, Lu, 0, Sart[5] ), (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
Show|g1, g2, g3, g4, g5] 

Figura 1.64a: 

RegionPlot|y^2 — 222 < 1, (y, —3,3, 3,3}, 12, —3, 3}, Axes > True, 

AxesOrigin + (0,0), AxesLabel > (y, z}, Ticks ^ {{—2,0, 2}, (0, 4}}, 

Frame > False] 

Figura 1.64b: 

RegionPlot[7^2 — 222 < 1, (2, —3,3, 3,3}, {z, —3, 3}, Axes > True, 

AxesOrigin + (0,0), AxesLabel < (x, z}, Ticks + ((—1,0, 1,2), (0, 2}}, 

Frame — False] 

Figura 1.65: 

RegionPlot3D[z^2 + y^2 — 2^2 < 1, (2, —3,3, 3,3}, Ly, 3,3, 3,3}, (2, —3, 3}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (2, y, z}, 

PlotPoints — 60] 

Figura 1.66: 

RegionPlot3D|(zx — 1)^2 + (y--1)^2— (z —2)^2 € 1, (z, —3,3, 3,3}, (y, 3,3, 3,3}, 
(2,0, 4), Axes > True, AxesOrigin — (0,0, 0], AxesLabel > (z, y, z), 

Ticks — False, PlotPoints + 40] 

Figura 1.67b: 

gl = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 2}, Lu, 0, Sqrt[3]}, (v, O, 2Pi}, 

Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, Ticks + False, AxesLabel > (zx, y, z}, 
PlotRange — All]; 
g2 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin|v], —2}, Lu, 0, Sqrt[3]}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
g3 = ParametricPlot3D[(uCosļv], uSin[v], —3}, Lu, O, Sqrt[5]), (v, O, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
g4 = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], 3}, Lu, 0, Sqrt[5]}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
g5 = ParametricPlot3D[(uCosļv], uSin[v], 1,5}, Lu, 0, 1/Sqrt[2]}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
g6 = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], —1,5}, Lu, 0, 1/Sqrt[2]}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
g7 = ParametricPlot3D|{uCos[v], uSin[v], 1,25}, Lu, 0, 1/2}, (v, 0, 2Pi}, 
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PlotRange — All]; 

g8 = ParametricPlot3D[(uCos[v], uSin[v], 1,25}, Lu, 0, 1/2}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 

Show|g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7, g8] 

Figura 1.68a: 

RegionPlot|-y"2 + 222>=1, (y, —3,3, 3,3}, 12, 23, 3}, Axes — True, 
AxesOrigin + (0, 0}, AxesLabel > (y, z}, Ticks ^ {{0}, (—1,0, 1}}, 

Frame — False] 

Figura 1.68b: 

RegionPlot|72^2 + 222>=1, {x, —3,3, 3,3}, (2, 23, 3}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel — (x, z}, Ticks > {{0}, (—1,0, 1}}, 

Frame — False] 

Figura 1.69: 

RegionPlot3D|—222 — y^2 + 222>=1, (2, —3,3, 3,3}, (y, —3,3, 3,3}, (2, 3,3], 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 60] 
Figura 1.70: 

RegionPlot3D[—(a — 1)^2 — (y + 1)^2 + (z — 2)^2 > 1, (7, —3,3, 3,3}, 

(y, —3,3, 3,3}, (2, 0, 4), Axes > True, AxesOrigin > (0, 0, 0), 

AxesLabel > {x,y,z}, Ticks + False, PlotPoints — 40] 

Figura 1.71: 

RegionPlot3D[(z — 1)^2 + (y + 2)^2 + (z — 1)42<=1, {x, 23,3), (y, —3, 3}, 
{z, —3,3}, Axes + True, AxesOrigin — (0, 0, 0), AxesLabel > {x,y,z}, 

Ticks + False, PlotPoints — 40] 

Figura 1.72: 

RegionPlot3D[z^2 + y^2 + 222<=1, 12, —1,5, 1,5}, {y, 21,5, 1,5}, (2, 71,5, 1,5}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0, 0, 0}, AxesLabel > (x,y,2), PlotPoints — 40] 
Figura 1.73: 
RegionPlot3D[z^2 + y^2 + 2^2»-21, 1x, -1,1}, (y, - 1,1, (2, 1, 1}, 

Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > {a, y, z}, PlotPoints + 40, 
PlotStyle->0Opacity[0,2]] 

Figura 1.74: 

RegionPlot3D[z^2 + (y + 1)^2 + (z —2)^2 < 4, (x, —4, 4}, (y, —4, 4}, (2, 4, 4}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints — 40] 
Figura 1.75a: 

RegionPlot|y^2 + 222<=1, {y, —2, 2}, {z, —2, 2}, Axes > True, 

AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (y, z}, Ticks + {{—1,0,1}, {—1,0, 1}}, 
Frame — False] 

Figura 1.76: 

gl = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 0), Lu, 0, 1}, (v, 0, 2Pi}, 

Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, Ticks + False, AxesLabel > (z, y, z}, 
PlotRange — All]; 

g2 = ParametricPlot3D[(uCos|v], 0, uSin|v] , Lu, 0, 1), (v, 0, 2Pi}, 

PlotRange > All]; 

g3 = ParametricPlot3D[{0, uCos[v], uSin[v] ), Lu, 0, 1}, (v, 0, 2Pi T, 
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PlotRange — All]; 

g4 = ParametricPlot3D[(uCos|v], uSin[v], 1/2}, Lu, 0, Sqrt[3]/2}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 

g5 = ParametricPlot3D[{wCos[v], uSin|v], —1/2}, Lu, 0, Sqrt[3]/2}, (v, 0, 2Pi} 
PlotRange — All]; 

Show|g1, g2, g3, g4, g5] 

Figura 1.77: 

RegionPlot3D[(z — 1)^2/4 + y^2/9 + (z + 1)^2/16«-1, (x, —3,3, 3,3}, 
(y, —3,3, 3,3}, (2, —5, 5}, Axes > True, AxesOrigin — {0,0,0}, 

AxesLabel — (x, z, y), Ticks + False, PlotPoints — 40] 

Figura 1.78a: 

RegionPlot|y^2/3^2 + 7^2/2^2 < 1, (rx, 4, 4}, fy, —4, 4}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), 

Ticks + (((—2, —a}, (2, a}}, ((—3, —b}, (3, b}} }, Frame — False] 

Figura 1.79: 

gl = ParametricPlot3D[{2uCos[v], 3uSin[v], 0}, Lu, 0, 1), (v, 0, 2Pi}, 

Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, Ticks + False, 

AxesLabel > (z, y, z}, PlotRange > All]; 

g2 = ParametricPlot3D[(2uCos[v], 0, 4uSin[v]}, Lu, 0, 1}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange > All]; 
g3 = ParametricPlot3D[{0, 3uCos[v], 4uSin[v]), Lu, O, 1}, (v, 0, 2Pi}, 
PlotRange — All]; 
g4 = ParametricPlot3D[(Sqrt[3]uCos v], Sqrt[27/4]uSin[v], 2}, Lu, 0, 1}, 

(v, 0, 2Pi}, PlotRange — All]; 

g5 = ParametricPlot3D|(Sqrt(3]uCos[v], Sqrt(27/4]uSin|v], —2}, Lu, 0, 1}, 

(v, 0, 2Pi}, PlotRange > All]; 

Show|g1, g2, g3, g4, g5] 

Figura 1.80: 

RegionPlot3D[z^2/4 + y^2/9 + 222/16<=1, {x, 5,5], (y, —5, 5}, (2, 5, 5}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, z, y), 

Ticks — False, PlotPoints — 40] 

Figura 1.82: 

RegionPlot3D|(z — 1)^2/4-- y^2 -- (z - 1)^2/16«21, (x, —3,3, 3,3}, (y, 3,3, 3,3}, 
(2,—5,5), Axes > True, AxesOrigin — (0, 0,0}, AxesLabel > {x, y, z}, 

PlotPoints — 60] 

Figura 1.83: 

RegionPlot3D[4x"2/4+y"2+ (z —3)^2/2 < 8, (x, —8, 8}, (y, 8, 8}, 12, —5, 10}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > iz, y, z}, PlotPoints — 60] 

Figura 1.85: 

RegionPlot3D|1«22^2 + y^2 + z^2 < 4, (x, —2,5, 2,5}, (y, —2,5, 2,5}, 

(2, —2,5, 2,5}, Axes — True, AxesOrigin + {0,0,0}, AxesLabel > (2, z, y}, 
PlotPoints + 40, PlotStyle->Opacity[0,3]] 

Figura 1.86: 

RegionPlot3D z^2 + y^2 + 7^2 < 2y, 12, —2,5, 2,5}, (y, —2,5, 2,5}, (2, 72,5, 2,5}, 


pi 
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Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel — (y, z, x}, PlotPoints — 40] 
Figura 1.87: 

R1 = RegionPlot3D[r^2 + y^2 + z^2 < 1&&z^2 + y^2 4 242 < 2y, (x, 2,2), 
(y, —2,2}, (2, —2, 2), Axes > True, AxesOrigin — {0,0,0}, 

AxesLabel > (zx, z, y), PlotPoints — 40]; 

R2 = RegionPlot3D[r^2 + y^2 + 2^2 € 1, (zx, —2, 2}, (y, —2, 2}, 12, 21,5, 1,5}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (z, z, y), 

PlotPoints + 40, PlotStyle->Opacity[0,1]]; 

R3 = RegionPlot3D [z^2 + y^2 + 242 < 2y, 

{x, —2, 2}, (y, —2, 2}, (2, —1,5, 1,5}, Axes — True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, 
AxesLabel > (z, z, y), PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity[0,1]]; 

Show[R1, R2, R3] 

Figura 1.88: 

RegionPlot|z^2 + 7^2 < 3/4, (x, —2,2}, {z, —2, 2), Axes + True, 

AxesOrigin + (0, 0}, AxesLabel > (z, z}, 

Ticks + {{ —V3/ 2,0, /3/2) , ( —3/2,0, V3/2}}, 

Frame — False] 

Figura 1.89: 

RegionPlot3D[z^2 + y^2 < z^2&&z^2 + y^2 + z^2 < 4, 

Lx, —3, 3}, {y, —3, 3}, (2,0, 3}, Axes > True, AxesOrigin — {0,0, 0}, 

AxesLabel > {x, y, 2), PlotPoints — 60] 

Figura 1.91: 

RegionPlot3D[x^2 + y^2 < z&&z < Va 2 + y^2, 

{x,—1,5, 1,5}, (y, 71,5, 1,5}, £z, 0, 0,95), Axes > True, AxesOrigin — (0, 0, 0], 
AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 100, PlotStyle->Opacity[0,4]] 


Capítulo 2 


Figura 2.1: 

ContourPlot3D[{1 — y^2 == z}, (z, —2, 2}, (y, -1/2, 1/2), (z, -1, 1}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > {z, y, x}, 

Ticks — False, PlotPoints — 40] 

Figura 2.2: 

RegionPlot3D[1 — y^2»2z, {x, —2,2}, {y, —1/2, 1/2}, 12,0, 1}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0, 0, 0}, AxesLabel < (y, x, z}, Ticks + False, 

PlotPoints — 40] 

Figura 2.3: 

RegionPlot3D|z^2 + y^2 < 4— z&&0 € z, (zx, 1,1], {y, -1, 1}, {z, 0,4}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40] 
Figura 2.4: 

gl = RegionPlot[0 < x < 2&&0 € y € 4, (zx, —,25, 3}, (y, —,5, 4}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), 

Ticks + {{0, 1,2), (1, 2,3, 4}}, Frame > False]; 

recta = ContourPlot|{y == x}, (2,0, 2), (y, 0, 4), Axes > True, 

AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), Ticks > {{0, 1, 2}, (1, 2}}, 
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Frame > False]; 

Show|g1, recta] 

Figura 2.5: 

RegionPlot[0 < x < 2&& — x < y € x, (x, —,25,3}, (y, —2,5, 2,5}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), 

Ticks + {{0, 1,2}, (—2, —1, 1, 2)), Frame — False] 

Figura 2.6: 

RegionPlot[0 < x < 1&&z^2 < y € 1, (2, —,25, 2}, (y, 0, 21, Axes < True, 
AxesOrigin + (0, 0}, AxesLabel < (x, y), Ticks > {{0, 1,2), {0,1, 2}}, 

Frame — False] 

Figura 2.7: 

RegionPlot[0 < x < 1&&0 < y € yz, (x, —,25, 2}, (y, 0, 2}, Axes — True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (y, x], Ticks > {{0,1,2}, (0,1, 2] ), 

Frame + False] 

Figura 2.8: 

RegionPlot[0 < x < 1&&0 < y € 2a, (x, —,25, 2}, (y, 0, 2), Axes > True, 
AxesOrigin + (0,0), AxesLabel — (y, x}, Ticks ^ ((0, (1, a1), (0, (2, b}}}, 
Frame — False] 

Figura 2.9: 

gl = RegionPlot[0 < x < 1&&0 € y € 1, (z, —2, 2}, (y, —1, 4}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, Ticks ^ {{—1,0,1, 2,3}, (—1,1,2$), 
Frame — False]; 
g2 = RegionPlot[-1 € y < 3&&1 < x € 2, (rz, —2, 2}, (y, —1, 4}, Axes > True, 
AxesOrigin + (0,0), AxesLabel > (x, y), Ticks > {{—1,0,1, 2,3}, (-1, 1,2) ), 
Frame — False]; 
g3 = RegionPlot[-1 € x < 0&&2 < y < 4, (zx, —2, 2}, (y, — 1, 4}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, Ticks ^ {{—1,0,1, 2,3}, (—1,1,2$), 
Frame — False]; 
Show|g1, g2, g3] 

Figura 2.10: 

RegionPlot3D[0 < x < 17/2880 < y € 1&&0 < z € Cos[x], (x, —,5, 2}, 

(y, —,5, 1,5}, (2,0, 1,5}, Axes — True, AxesOrigin + {0,0,0}, 

AxesLabel > {x, y, 2), PlotPoints — 40] 

Figura 2.11a: 

ContourPlot3D|(x + y == 2}, (z, —3, 3}, (y, —3, 3}, (2, —1,5, 1,5}, Axes > True, 
AxesOrigin > {0, 0, 0}, AxesLabel > iz, y, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 2.11b: 
ContourPlot3D[(x + 2y == 6}, (z, —3, 3}, (y, —3, 3}, (2, 71,5, 1,5}, 

Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > (2, y, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 2.11c: 

RegionPlot3D|7^2 + y^2 < 4&&0 < y&&0 < r&&0 € z, {x, 0,6}, (y, —,5, 2,5}, 
{z,—,5, 2,5}, Axes > True, AxesOrigin + (0, 0,0}, 

AxesLabel > {x,y,z}, PlotPoints — 40] 
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Figura 2.12: 

RegionPlot3D[222 + y^2 < 4&&2 < x + y&&2y +2 < 6, {x, 0,6}, {y, 0, 2,5}, 
{z,—,5, 2,5}, Axes > True, AxesOrigin + (0, 0,0}, AxesLabel > (x,y,2), 
PlotPoints — 40] 

Figura 2.13a: 

RegionPlot[2 < x + y&&2y + x € 6, {x, 0, 6}, (y, 0, 2}, Axes > True, 
AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel > (x, y}, Ticks > {{0, 1,6}, {0,1, 2}}, 
Frame — False] 

Figura 2.13b: 

RegionPlot[z^2 < 48280 < x < 6, {x, 0,6}, (2,0, 3], Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > [z, z}, Ticks — {{0, 1,6}, (0,1, 21), 
Frame — False] 

Figura 2.13c: 

RegionPlot|2^2 + y^2 < 482820 < y&&0 < z, {y, 0,2,5}, 12,0, 2,5}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (y, z}, 

Ticks + {{0, 1, 2), (0, 1, 2}}, Frame > False] 


Capítulo 3 


Figura 3.1a: 

RegionPlot[z7^2 + y^2 < 4, (x, —2,5, 2,5}, (y, 72,5, 2,5}, Axes > True, 
AxesOrigin + (0,0), AxesLabel > (x, y), 

Ticks ^ {{—2, 21,0, 1,2}, [-2, 21,0, 1,2} }, Frame > False] 

Figura 3.1b: 

RegionPlot[0 < x < 2&&0 < y € 27, (x, —0,5, 2,5}, (y, —,5, 7}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {r, 6}, Ticks > {{0,1,2}, {0, 7, 27}}, 
Frame — False] 

Figura 3.2a: 

gl = RegionPlot[1 € y — z < 2&&1 < y- xz < 2,{x,-1,1}, [y, 0, 2), 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), 

Ticks + {{—1, —,5,0,,5, 1), (0, 1, 2}}, Frame > False]; 

rectal = ContourPlot[y — x==1, (z, —1, 1), (y, 0,5, 3), Axes > True, 

AxesOrigin + (0,0), AxesLabel > (x, y), 

Ticks ^ {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, (-2, 21, 1, 21), Frame + False]; 
recta2 = ContourPlotļy — x == 2, (z, —1, 1}, (y, ,5, 3), Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 
Ticks ^ {{—3, -2, —1, 0, 1,2,3}, (-2, 21, 1, 2}}, Frame + False]; 
recta3 = ContourPlot[y + x==1, (x, —4, 4}, (y, ,5, 3), Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 
Ticks ^ {{—3, —2, —1, 0,1, 2,3}, (-2, 21, 1,21, Frame > False]; 
recta4 = ContourPlot[y + x == 2, {x, —4, 4}, (y, ,5,3}, Axes > True, 
AxesOrigin + (0,0), AxesLabel > (x,y). 
Ticks > {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, (-2, —1,1, 2}}, Frame > False]; 
Show|g1, rectal, recta2, recta3, recta4] 

Figura 3.2b: 
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RegionPlot[1 < x < 2&&1 < y € 2, (7,0,2,5], (y, 0, 2,5}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (u, v}, 

Ticks + {{0, 1,2}, (0, 1, 2) ), Frame > False] 

Figura 3.3a: 

RegionPlot[0 < x < 1&&2z < y € —2a +4, (x, —,5, 2,5}, (y, —,5, 4,5}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks + {{0, 1}, (0, 1, 2, 3, 4) }, Frame — False] 

Figura 3.3b: 

RegionPlot[0 < x < 4&&0 € y € a, fx, —,5, 4,5}, (y, —,5, 4,5), Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (u, v], Ticks > {{0, 1, 2,3,4}, (0, 1,2, 3, 41), 
Frame — False] 

Figura 3.4: 

gl = RegionPlot[1/z < y € 4/a&&1 € y/x < 2&&x > 0&&y > 0, {x, 0, 3}, 
(y, 0,3}, Axes > True, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel > (x, y), 
Ticks + {{0, 1, 2}, (0, 1, 2, 3) ], Frame > False]; 

rectal = ContourPlot[y--1/z, Lx, 0,3), (y, 0, 3), Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks + {{—3, —2, —1, 0, 1,2,3}, (-2, 21, 1, 2}}, Frame + False]; 
recta2 = ContourPlot[y == 4/2, {x,0, 3}, (y, 0, 3), Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel < (x, y), 

Ticks > {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, (-2, 21, 1, 2}}, Frame + False]; 
recta3 = ContourPlot[y/x--1, (2,0, 3], (y, 0, 3), Axes — True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks ^ {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, (-2, 21, 1, 2}}, Frame + False]; 
recta4 = ContourPlot[y/x == 2, {x, 0,3}, (y, 0, 3), Axes > True, 
AxesOrigin > {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks + {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, (-2, 21, 1,21), Frame + False]; 
Show|g1, rectal, recta2, recta3, recta4] 

Figura 3.7: 

RegionPlot3D|(z — 1)^2 + y^2 < 4&& — 2 < r € 2&&y < 0, {x, —2,5, 2,5}, 
(y, —2,5, 2,5}, {z, —1,5, 3,5}, Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0), 

AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 3.8: 

RegionPlot|y^2 < z^2&&z > 0,1y, -1, 1}, {z, —,5, 1}, Axes + True, 
AxesOrigin + {0,0}, Ticks + ((—3,—2,—1,0,1,2,3$,(—2,—1,1,2)), 
AxesLabel > (y, z}, 

Frame — False] 

Figura 3.10: 

gl = RegionPlot[-5 € x < Okt — x € y € V25— z^2, {x, —5,5, 5,5}, 

{y, —,5, 5,5], Axes > True, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel > (y, 2), 

Ticks + {{0,1,2,3,4,5}, {0,5}}, Frame — False]; 

g2 = RegionPlot[0 < x < 5&&a < y<=y25 — x2, (1, —5,5, 5,5}, 

(y, —,5, 5,5}, Axes > True, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel > (y, z}, 

Ticks — {{0,5}, {0,5}}, Frame > False]; 
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Show|g1, g2] 

Figura 3.12: 

RegionPlot3D[zr^2 + y^2 < 2^2&&1 < z € 3, (x, —3,5, 3,5}, (y, -3,5, 3,5}, 
{z,—,5, 3,5}, Axes > True, AxesOrigin + (0,0,0), 

AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 3.13: 

RegionPlot3D[x^2 + y^2 + 2^2 < 4&&z < 1, (x, —2,5, 2,5}, (y, —2,5, 2,5}, 
(2, —2,5, 2,5}, Axes — True, AxesOrigin + {0,0, 0}, 

AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints — 40] 


Capítulo 4 


Figura 4.1: 

ContourPlot[y == z^2 + 1, (z, 21,1], (y, —,5, 3], Axes + True, 

AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks ^ {{—3, —2, —1, 0, 1, 2,3}, (-2, 21, 1,2} }, Frame > False] 

Figura ??: 

ContourPlotļy == x — 3, (z, —1, 1}, (y, —4,5, 1}, Axes > True, 

AxesOrigin > {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks + ((—1,0, 1}, (—3, -2, —1, 1}}, Frame > False] 

Figura 4.4: 

gl = RegionPlot[1 < x < 2&&1 € y € 2, {x,0, 2,5}, (y, 0, 2,5}, Axes > True, 
AxesLabel > (z, y), AxesOrigin + (0,0%, 

Ticks > ((0, (1, a}, {2, b}}, {{1, c}, 42, d}}}, Frame > False]; 
rectal = ContourPlot[y--1, [x, 1, 2), (y, 0, 2), Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks + {{0, (1, a}, {2, b}}, ((1, c), 42, d}}}, Frame > False]; 
recta2 = ContourPlot[y == 2, {x, 1,2}, (y, 1,3}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 
Ticks + {{0, {1, a}, {2, b}}, {{1, c), {2, d}}}, Frame > False]; 
recta3 = ContourPlot[x--1, (7, 0,2}, (y, 1,2}, Axes > True, 
AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks + ((0, {1, a}, {2, b}}, {{1, c), (2, 4), 

Frame — False]; 

recta4 = ContourPlot[r == 2, (z, 1,3], (y, 1,2), Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 

Ticks + {{0, (1, a}, {2, b}}, {{1, c}, 42, d}}}, Frame > False]; 
Show |gl, rectal, recta2, recta3, recta4] 

Figura 4.5: 

Graphics|Line[( {1,0}, (2, 1}, {3,0}, (4, 1}, (5, 1}, (5,0]]]] 
Figura 4.7: 

ParametricPlot[(Sin[u], Sin[2u]}, Lu, O, 2Pi}, Axes — False] 
Figura 4.9: 

ParametricPlot[fuSin[u], uCos[u]), Lu, O, 2Pi}, Axes — False] 
Figura 4.10: 
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curva = ParametricPlot3D[(t, 1 — t — Sin[t], Sin[t] }, (t, O, Pi}, Axes > True, 
AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotStyle-— (Red, Thick}]; 
supl = ContourPlot3D[z == Sin[x], Lx, 0, 4), Ly, -2,3, 1}, (z, 21, 1), 

Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, 

ContourStyle > Directive[Opacity [0,5]]]: 

sup2 = ContourPlot3D|z == 1 — x — y, [x,0,4), (y, —2,3, 1}, (2, -1, 1,5}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > {x,y,z}, 

ContourStyle + Directive[Opacity[0,2]]]; 

Show[curva, sup1, sup2, PlotRange > All] 

Figura 4.12: 

curva = ParametricPlot3D[(Cos[t], 2Sin[t] + 1, 1), (t, O, 2Pi}, Axes — True, 
AxesOrigin > (0, 0,0), AxesLabel > (zx, y, z}, PlotStyle->{Black, Thick}]; 
supl = ContourPlot3D[z == 1, (z, —2,2}, (y, —2, 4}, {z, —1, 1}, Axes > True, 
AxesOrigin > {0, 0, 0}, AxesLabel > {x,y,z}, 

ContourStyle + Directive[Opacity[0,5]]]; 

Show[curva, sup1, PlotRange + All] 

Figura 4.14: 

s1 = RegionPlot3D[r^2 + (y — 2)^2 < 4&&z < 7424 y^2, {x, —2,2, 2,2}, 
(y, —,2, 4,2), (2,0, 16}, Axes > True, AxesOrigin — (0, 0, 0), 

AxesLabel + {x, y, z}, PlotPoints — 100, 

PlotStyle > Directive[Opacity[0,4]]]; 

curva = ParametricPlot3D[{2Cos|¢], 2Sin[t] + 2, (2Cos|t])^ 24- 

(2Sin[t] + 2)*2}, (t, 0, 2Pi}, Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, 

AxesLabel > (x,y, z}, PlotStyle->{Thick}]; 

sup1 = ContourPlot3D|z == 122 + y^2, {x, —2,2, 2,2}, (y, —2,2, 4,2}, {z, 0, 16}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, 

ContourStyle + Directive[Opacity[0,1]]]; 

Showļs1, curva, sup1] 

Figura 4.15: 

curval = ContourPlot[y == x, (2,0, 1}, (y, —,5, 1,1), Axes + True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), ContourStyle-> {Thick}, 

Frame — False]; 

curva2 = ContourPlot[y == x2, (2,0, 1], (y, —,5, 1,1}, Axes > True, 
AxesOrigin — (0,0), AxesLabel > (x, y), 

ContourStyle-> {Thick}, Frame — False]; 

Show[curval, curva2, gl] 

Figura 4.16: 

curva = ParametricPlot3D|(2Cos[t], 2Sin[t], 2 — 2Sin[+]), {t, 0, 2Pi}, 

Axes — True, AxesOrigin + (0, 0, 0), AxesLabel > (2, y, z}, 
PlotStyle->{Thick}]; 

supl = ContourPlot3D[z + y == 2, (2, —2,2, 2,2}, (y, —2,2, 2,221, (z, —1, 4,5], 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (z, y, 2}, 

ContourStyle + Directive[Opacity[0,3]]]; 

sup2 = ContourPlot3D[4 == z^24-y^2, {x, —2,2, 2,2}, (y, —2,2, 2,2}, 12, 1,455], 
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Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, 2), 
ContourStyle + Directive[Opacity[0,3]]]; 

Show|curva, sup1, sup2, PlotRange > All] 

Figura 4.17: 

curva = ParametricPlot3D[(2 — t, t, Cos[t]}, (t, O, Pi/2}, Axes — True, 
AxesOrigin + {0, 0, 0}, AxesLabel > (x,y, z}, PlotStyle->{Thick}] 
Figura 4.18: 

curva = ParametricPlot3D[{t, 1 — t, (^2 + (1 — t)^2), {t, 0, 1}, Axes > True, 
AxesOrigin > (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotStyle->{Thick}]; 
supl = ContourPlot3D[x + y == 1, (z, —1, 1}, (y, —1, 1}, (2,0, 1}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, 2), 
ContourStyle + Directive[Opacity[0,3]]]; 

sup2 = ContourPlot3D[z == z^2 + y^2, (z, —2,2, 2,2}, (y, -1, 1}, 12,0, 1], 
Axes — True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, 
ContourStyle + Directive[Opacity[0,3]]]; 

Show|curva, sup1, sup2, PlotRange > All] 

Figura 4.19: 

curva = ParametricPlot3D|[t^2, 1 — 2t, t}, ft, 0, 1/2), Axes + True, 
AxesOrigin > (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotStyle->{Thick}]; 
sup1 = ContourPlot3D[x == 2^2, {x, 0,1}, (,0,1), (2,0, 1}, 

Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > (x,y,z), 
ContourStyle + Directive[Opacity[0,3]]]; 

sup2 = ContourPlot3D[y + 22 == 1, {x,0,1}, {y, 0, 1}, {z,0, 1}, 
Axes — True, AxesOrigin + {0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, 2), 
ContourStyle + Directive[Opacity[0,3]]]; 

Show[curva, sup1, sup2, PlotRange > All] 

Figura 4.20: 

curval = ParametricPlot3D[{t, 0, 2 — t}, {t, 0, 1}, Axes < True, 
AxesOrigin > (0,0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotStyle-— (Thick]]; 
curva2 = ParametricPlot3D[{0, t, 2 — t}, ft, 0, 1), Axes > True, 
AxesOrigin > (0, 0,0), AxesLabel > (z, y, z}, PlotStyle-— (Thick]]; 
curva3 = ParametricPlot3D[{t, 1 — t, 1}, {¢, 0, 1}, Axes > True, 
AxesOrigin > (0,0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotStyle-— (Thick]]; 
Show |curvat, curva2, curva3] 


Capítulo 5 


Figura 5.1: 

ContourPlot3D[(122/4 — y^2 == z}, (v, 2,21, fy, 71/2, 1/21, {z, 1, 1}, 
Axes — False, AxesOrigin + (0, 0, 0), AxesLabel > (z, y, x}, 

Ticks — False, PlotPoints — 40] 

Figura 5.2: 

ContourPlot3D|(x + 2y == z}, {x,0, 2}, (9,0, 1/2), (2,0, 1}, Axes > True, 
AxesOrigin > (0, 0,0), AxesLabel > iz, y, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 5.3: 
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ContourPlot3D|(r == 2}, {x,0, 2,5}, (y, —1, 3}, (2, 2,4}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0,0}, AxesLabel > iz, y, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 5.4: 

ContourPlot3D[[z^2 + (y — 1)^2 == 1}, (z, —1, 2,5}, {y, —1, 3}, (2,0, 2}, 
Axes — True, AxesOrigin + {0,0,0}, 

AxesLabel < {x, y, 2), PlotPoints — 40] 

Figura 5.5: 

RegionPlot3D|0 < x < 1&&1 < y < 2&&2 < z < 3, {x,-1,1,5}, (y, -1, 3}, 
(2,0, 3), Axes > True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, 

AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity(0,2]] 
Figura 5.6a: 
ContourPlot3D[{z == 2}, (2,0, 1), (y, 1,2), (2,0, 2,5], Axes > True, 
AxesOrigin > (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40 
Figura 5.7a: 
ContourPlot3D[{y == 1), {x, 0,1}, {y, 0,2}, (2, 2,3}, Axes > True, 
AxesOrigin > (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40 
Figura 5.8a: 
ContourPlot3D[{a == 0}, Lx, —,5, 1}, (y, 1, 2}, (2,2, 3}, Axes > True, 
AxesOrigin > {0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40 
Figura 5.9: 
ContourPlot3D || 7^2 + y^2 + 222 == 4}, (v, —2,2, 2,2}, (y, —2,2, 2,2}, 
(2, —2,2, 2,2), Axes —> True, AxesOrigin — {0,0, 0}, 

AxesLabel < {x, z, y), PlotPoints — 40] 

Figura 5.10: 

ContourPlot3D || ^2 + y^2 + 242 == 4}, {x, —2,2, 2,2}, (y, —2,2, 2,2}, 
{z, —2,8, 0}, Axes > True, AxesOrigin — {0,0,0}, 

AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 5.11: 

ContourPlot3D[(x"2 == z}, (z, —2,2, 2,2}, (y, —1, 1}, (2,0, 4}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0, 0}, 

AxesLabel + (y, x, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 5.12: 

ContourPlot3D|| ^2 + y^2 == z}, (v, —2,2, 2,2}, (y, —2,2, 2,2}, 12,0, 4}, 
Axes — True, AxesOrigin + {0,0, 0}, 

AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints + 40] 

Figura 5.13: 

ContourPlot3D[{3xr%2 + y^2 == 222), (x, —3, 3}, (y, —4, 4}, 12,0, 4}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0, 0,0), AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 5.14: 

ContourPlot3D||y^2 + 122 == 1}, £z, 1,1], {y, 0, 1}, (2,0, 4}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 5.15: 
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RegionPlot3D[2y + x + 2<=2, {x, 0,2}, {y, 0,1), (2,0, 4), Axes > True, 
AxesOrigin > {0,0,0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints > 40 
Figura 5.16a: 

ParametricPlot3D[(x,0, z}, (2,0, 2), {z,0,2 — x}, Axes > True, 
AxesOrigin > {0, 0, 0}, AxesLabel > {y, x, z}, PlotPoints — 40 
Figura 5.17b: 

ParametricPlot3D[{x, y, 2 — x — 2y}, (y, 0, 1}, {a, 0,2 — 2y}, Axes > True, 
AxesOrigin > (0, 0,0), AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints > 40 
Figura 5.18: 

curval = Graphics[(Arrow[((0, 0}, (0, 1}}]}]; 

curva2 = Graphics[{Arrow[{ (0, 0), (1, 0}}]}]; 

Show[curval, curva2] 

Figura 5.19: 

sup = ContourPlot3D[{y*2 + x"2 == 1}, {x, —1, 1}, {y, 0, 1}, {z, 0, 4}, 

Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40]; 

curval = Graphics3D[(Arrow|( (0, 1, 1), (—1, 1, 1}}]}]; 

curva2 = Graphics3D[(Arrow[((0, 1, 1}, (0, 1, 2}}]}]; 

Show[sup, curval, curva2] 

Figura 5.20: 

ContourPlot3D[(y^2/4 + 122 == 222/41, (x, —2, 2}, (y, —2, 2}, (2,0, 1}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 5.21: 

ContourPlot3D[[y^2 + 222 == 2), {a, -1, 1}, (y, ^ 1, 1}, {z,0, 1}, 

Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 5.22: 

sup1 = ContourPlot3D[{y*2 + 22 + 2^2 == 4}, 1x, —2,2, 2,2}, (y, —2,2, 2,2}, 
{z, —2,2, 2,2), Axes — True, AxesOrigin + {0,0,0}, AxesLabel > (y, x, z}, 
PlotPoints — 40]; 

sup2 = ContourPlot3D|(z == 2}, [x, —2,2, 2,2}, (y, -2,2, 2,2}, (2, -2,2, 2,2), 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints + 40, 
ContourStyle->Opacity[0,5]]; 

sup3 = ContourPlot3D[( —2x — 22 == —4,/2} , {x, —2,2, 2,2}, (y, —2,2, 2,2), 
{z, —2,2, 2,2}, Axes — True, AxesOrigin + {0,0,0}, AxesLabel > (y, x, z}, 
PlotPoints + 40, ContourStyle->Opacity|0,5]]; 

Show|sup1, sup2, sup3] 

Figura 5.23: 

supl = ParametricPlot3D[{2 — uCos[v], uCos[v], uSin|v] +, Lu, 0, 1}, (v, 0, 27}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, 

PlotPoints — 40]; 

sup2 = ContourPlot3D[{y*2 + 222 == 1}, {x, —3, 3}, (y, —3, 3}, 12, —3, 3}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints + 40, 
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ContourStyle->Opacity[0,2]]; 

sup3 = ContourPlot3D[{x + y == 2}, (z, —2,2, 2,2}, (y, —3, 3}, (2, —3, 3}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]]; 

Show|sup1, sup2, sup3] 

Figura 5.24: 

ParametricPlot3D[(2 — uCos[v], uCos[v], uSin[v]}, Lu, 0, 1}, Lv, 0, 27}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 5.25: 

ContourPlot3D[{y*2 + z^2 + 22 == 1}, {x, 21,2, 1,2}, (y, —1,6, 0), 
{z,—1,2, 1,2}, Axes > True, AxesOrigin + {0,0, 0}, 

AxesLabel > {x,y,z}, PlotPoints — 40] 

Figura 5.27: 

ContourPlot3D[{4 — y^2 == z}, (z, —2, 2}, (y, — V3, V3}, (2, —.5, 5}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40] 

Figura 5.28: 

ParametricPlot3D 

KA + 1/2vCos[u/2])Cos[u], (1 + 1/2vCos[u/2])Sin[u], v/2Sin[u/2]}, 
Lu, 0, 2Pi}, (v, — 1, 1}, Axes + False, AxesOrigin + {0,0, 0}, 

AxesLabel > {x, y, 2), PlotPoints + 40] 

Figura 5.29: 

sup = ContourPlot3D[{y*2 + 22 + 2^2 == 1}, (z, —2, 2}, y, —2, 2}, 
(2,—2,2), Axes + True, AxesOrigin — (0, 0, 0), AxesLabel > (y, x, z}, 
PlotPoints — 40, 

ContourStyle->Opacity[0,3]]; 

curval = Graphics3D[{Red, Arrow|( (0, 0, 1}, (0,0, 2}}]}]; 

curva2 = Graphics3D (Red, Arrow[((0, 1,0}, {0, 2, O}}]}); 

curva3 = Graphics3D[{Red, Arrow[[ (0, V2/ 2, V2/ 2}, 

{0, v2/2 +3/4, v2/2 + 3/4]: 

curva4 = Graphics3D (Red, Arrow[{{1,0, 0}, (2,0, 0}}]}; 

curva5 = Graphics3D[{Red, Arrow[( (0, 0, —1}, (0,0, —2}}]}]; 

curva6 = Graphics3D[[Arrow|( (0, 0, 1}, (0,0,,21 ]H]; 

curva7 = Graphics3D[{Arrow[{{0, 1, 0), {0, 5, 0} }]}]; 

curva8 = Graphics3D[{Arrow[{0, V2/2, 2/2}, 

(0. /2/8, /2/8)])]: 
curva9 = Graphics3D[[Arrow|( (1, 0,0}, {,2, 0, O}}] +]; 

curva10 = Graphics3D[(Arrow[((0, 0, —1}, (0,0, —,2}}]}]; 
Show|sup, curval, curva2, curva3, curva4, curva5, curva6, curva7, 
curva8, curva9, curva10] 

Figura 5.30: 

sup] = ParametricPlot3D[fuCos[v], uSin[v], 1}, Lu, 0, 1}, Lv, 0, 27}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > (x,y,z), 
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PlotPoints — 40]; 

curval = Graphics3D[{Red, Arrow|( (0, 0, 1), (0,0, 1,51 4] +]; 
curva2 = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0, V2/2, V2/2), 
to, v2/2, ¥2/2+3/4}}]}]; 

curva3 = Graphics3D[(Red, Arrow|{{0, —V2/2, V2/2}, 
(0, —2/2, V2/2 + 3/4) Y]: 

curva4 = Craphics3D[{Arrow[{{0, 0, 1}, {0, 0, ,2}}]}]; 
curvas = Graphics3D[{Arrow[{{0, 2/2, 2/2}, 

(0. 2/2, /2/8)])]: 

curva6 = Graphics3D[{Arrow[{{0, —/2/2, V2/2), 

(0, —v2/2, V2/ 8}H}; 

Show|sup1, curval, curva2, curva3, curva4, curva5, curva6] 

Figura 5.31: 

supl = ParametricPlot3D[{x, y, 0), (y, —1, 1}, (x, —1, 1}, Axes > False, 
AxesOrigin > {0, 0, 0}, AxesLabel > iz, y, z}, Ticks + False, 

PlotPoints — 40]; 

curval = Graphics3D[[Arrow[( (0, 0, 0), (0,0, 133131; 

curva2 = Graphics3D[(Red, Arrow|{{0, 0, 0}, (0,0, —1}}]}]; 

curva3 = Graphics3D[(Arrow[((0, 1/2, 0), (0, 1/2, 1} }]}]; 

curva4 = Graphics3D[(Red, Arrow[((0, 1/2, 0}, {0, 1/2, —1}}]}]; 

curva5 = Graphics3D[(Arrow[((0, —1/2, 0}, (0, —1/2, 1}}]}]; 

curva6 = Graphics3D[{Red, Arrow|( (0, —1/2, 0}, (0, 21/2, —1}}]}]; 
Show|sup1, curval, curva2, curva3, curva4, curva5, curva6] 

Figura 5.32: 

supl = ContourPlot3D[{y*2 + 222 == z}, (x, —2, 2}, (y, —2,5, 2}, {z, 0, 3}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0), AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity|0,3]]; 

curval = Graphics3D[{Red, Arrow|{{0, 0, 0}, (0,0, —,5}}] H; 

curva2 = Craphics3D[{Arrow[{{0, 0, 0}, {0, 0, .5}}]}]; 

curva3 = Graphics3D[{Arrow[{{1, 1,2}, {,5, ,5, 2,2} ] HE]: 

curva4 = Craphics3D[{Red, Arrow[{{1, 1,2), {1,5, 1,5, 1,8}}]}]; 

curva5 = Graphics3D[(Arrow[((—1, —1, 2}, {—,1, —,1, 2,3}}]}]); 

curva6 = Graphics3D[{Red, Arrow|((—1, —1, 2}, {,1, —2,2, 1,8}}]}]; 
Show|sup1, curval, curva2, curva3, curva4, curva5, curva6] 

Figura 5.33: 

supl = ParametricPlot3D[(uCos[v], 2 — uSin[v], uSin[v]), Lu, 0, 2}, 

(v, 0, 2Pi}, Axes + True, AxesOrigin — (0, 0, 0), AxesLabel > (y, x, z}, 
PlotPoints — 60]; 

sup2 = ContourPlot3D|( ^2 + 2^2 == 4}, (z, —3, 3}, (y, —3, 4}, 

(2, —3, 3}, Axes + True, AxesOrigin > {0, 0, 0}, AxesLabel > {y, x, z}, 
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,1]]; 

curval = Graphics3D[{Arrow[{ (0, 2,0}, (0,3, 1) ] V]: 

curva2 = Graphics3D[(Arrow[((0, 1, 1}, (0,2, 2}}]}]; 

curva3 = Graphics3D[(Arrow[((0,3, —1}, (0, 4, 0} }]}]; 
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Show|sup1, sup2, curva1, curva2, curva3] 
Figura 5.34: 

supl = ParametricPlot3D[[3Cos|v], 3Sin|v], u}, (u, —1, 1}, (v, Pi/4, 3Pi/4}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40]; 

curval = Graphics3D[(Arrow|( (0, 3, 0}, (0, 2,5,0 4] }; 

curva2 = Craphics3D[{Arrow[{{0, 3, 1}, (0, 2,5, 1) ]V]: 

curva3 = Graphics3D[(Arrow[( (0, 3, —1}, {0, 2,5, —1}}]}]; 

Show|sup1, curval, curva2, curva3] 

Figura 5.35: 

s1 = ParametricPlot3D[[z, y, Sin[y] +, (y, 0, Pi}, Lx, 0, 2), Axes — True, 
AxesOrigin > (0, 0, 0), AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40]; 

cl = Graphics3D[(Arrow[( (0, Pi/2, 1}, (0, Pi/2, ,5}}] +); 

Showļs1, c1] 

Figura 5.36: 

ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], u^2 — uSin[v]), Lu, 0, V2}, (v, 0, 2Pi}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints — 40] 
Figura 5.37: 

ParametricPlot3D|(Cos[u]Sin|v], Sin[u]Sin[v], 1 + Cos[v] ), 

Lu, —Pi/4, Pi/4}, (v, 0, Pi}, Axes + True, AxesOrigin + {0,0,0}, 

AxesLabel — iz, y, z}, PlotPoints — 40] 

Figura 5.38: 

gl = RegionPlot3D[r + y + z € 1&&#@ > 0&&y > 0&&z > 0, Lx, —1, 1,1}, 
{y, -1, 1,1}, {z, 21, 1,1}, Axes + True, AxesOrigin — {0,0,0}, 

AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity[0,2]]; 

curval = Graphics3D[{Arrow|{{0, 0,0}, (0,0, —1}}]}]; 
curva2 = Craphics3D[{Arrow[{{0, 0, 0}, {—1, 0, 0} }]}]; 
curva3 = Graphics3D[{Arrow[{{1/2,0, 0}, (1/2, —1, 0} }]}]; 
curva4 = Graphics3D[(Arrow[((0, 1/2, 0}, (—1, 1/2, 0} HV]: 
Show|g1, curval, curva2, curva3, curva4] 

Figura 5.39a: 

ParametricPlot3D[{x, 0, z}, (2,0, 1), {z,0,1 — x}, Axes > True, 
AxesOrigin > (0, 0,0), AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40 
Figura 5.39b: 
ParametricPlot3D[{0, y, z}, {y, 0,1}, (2,0, 1 — y), Axes > True, 
AxesOrigin > 10, 0,0), AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40 
Figura 5.40a: 
ParametricPlot3D[{x, y, 0), (2,0, 1), (y, 0, 1 — a}, Axes > True, 
AxesOrigin > 10, 0, 0}, AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40 
Figura 5.40b: 
ParametricPlot3D[{x, y, 1 — x — y}, (2,0, 1), (y, 0,1 — a}, Axes > True, 
AxesOrigin > 10, 0,0), AxesLabel > (z, y, z}, PlotPoints — 40 
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Capitulo 6 


Figura 6.1: 

curval = ContourPlot[y == 0, (x, —1, 1}, (y, — 1, 1}, Axes > True, 
AxesOrigin + (0,0), AxesLabel > (x, y), 

ContourStyle-- (Red, Thick}, Frame + False]; 

curva2 = ContourPlot|y^2 + 7^2 == 1, (z, —1,1), (y, 0, 1}, Axes — True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x, y), ContourStyle-- (Blue, Thick}, 
Frame — False]; 
curva3 = ContourPlot[y == 1 — Abs[x], Lx, —1, 1), (y, — 1, 1}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x, y}, ContourStyle-> {Thick}, 

Frame > False]; 
curva4 = ContourPlot|y^2 + 7^2 == 1,{x,—-1,1},{y, —1, 0}, Axes + True, 
AxesOrigin + (0, 0), AxesLabel > (xz, y), ContourStyle-— (Green, Thick}, 
Frame — False]; 
curva5 = ContourPlot[y == —1 + Abs[x], (x, —1, 1], (y, —1, 1}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, ContourStyle->( Orange, Thick}, 
Frame — False]; 
curva6 = ContourPlot[y == (x — 1)(x + 1)(x — 1/2)(a@ + 1/2), (x, —1, 1}, 
{y, ^1, 1}, Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 
ContourStyle->( Brown, Thick}, Frame — False]; 

curva7 = ContourPlot[y == —(x — 1)(z 4-1), (zx, -1, 1}, (y, — 1, 1}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), 

ContourStyle-— (Pink, Thick}, Frame — False]; 

Show[curval, curva2, curva3, curva4, curva5, curva6, curva7] 

Figura 6.2: 

ParametricPlot[[tCos[t], tSin[t]}, (t, O, 4Pi}, Axes = True, 

AxesOrigin + (0, 0), AxesLabel > (c, y}, Frame — False] 

Figura 6.3: 

cl = ParametricPlot3D[{3Cos/t], —3Sin[t], 3Sin[t] V, (t, O, Pi}, 

Axes + True, PlotStyle-> (Black, Thick}, AxesOrigin + (0, 0, 0}, 

AxesLabel > (xz, y, z}]; 

s1 = ContourPlot3D[(z^2 + 222 == 9}, (2, 3,3), (y, 3,0], 12, —3, 3}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]]; 

s2 = ContourPlot3D[{z + y == 0}, (2, —2,2, 2,2}, (9, —3, 3}, (2, 23, 3}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0, 0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]]; 

Show cl, s1, s2] 
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Capítulo 7 


Figura 7.1: 

curval = ContourPlot|y == Sin[x], (1,0, 27}, (y, —2, 2}, Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), 
ContourStyle-- (Red, Thick}, Frame + False]; 
curva2 = ContourPlotļy == Sin[a] + 1, (2,0, 27}, (y, —2, 2}, Axes > True, 
AxesOrigin — (0,0), AxesLabel > (x, y), 
ContourStyle- (Red, Thick}, Frame — False]; 
curva3 = ContourPlot[x == 2Pi, (7,0, 2a + 1}, (y, 0, 1], Axes > True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, 
ContourStyle-> (Red, Thick}, Frame — False]; 
gl = RegionPlot[0 < x < 4x&&sSin|r| € y € Sin[r| + 1, (z, —1, 27}, (y, ^2, 2}, 
Axes — True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y}, Ticks > False, 

Frame — False]; 

Show[curval, curva2, curva3, gl] 

Figura 7.3: 

curval = ContourPlot[y == 0, (2,0, 2}, (y, —,1,,8], Axes > True, 

AxesOrigin — (0, 0), AxesLabel > (x, y), 

ContourStyle->( Thick], Frame — False]; 
curva2 = ContourPlot[y == x, {x,0, 2/3}, (y, 0, 2/3), Axes > True, 
AxesOrigin + (0, 0), AxesLabel > (x, y), 

ContourStyle-> {Thick}, Frame — False]; 
curva3 = ContourPlot[2 — 2y == x, {x, 0,2}, {y,0, 2/3}, Axes > True, 
AxesOrigin > {0,0}, AxesLabel > (x, y), 

ContourStyle-> {Thick}, Frame — False]; 
gl = RegionPlot[0 € y € 2/3&&y € a < 2 — 2y, (x, —,1, 2}, (y, —,5, ,8}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel + (x, y), 

Ticks > False, Frame — False]; 

Show[curval, curva2, curva3, gl] 

Figura 7.4: 

ContourPlot|(y — 1)^2 + z^2 == 4, {x, —2,1, 2,1}, (y, -1,1, 3,1}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), 

Frame — False] 

Figura 7.5: 

ParametricPlot[(t, Sin[t] ), (t, O, Pi}, Axes — True, AxesOrigin + {0, 0), 
AxesLabel > (z, y), Frame — False] 

Figura 7.6: 

ContourPlot[y == 0, (2,0, Pi}, (y, —,1, ,1}, Axes > True, 

AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (xz, y), ContourStyle->{Blue, Thick}, 
Frame — False] 

Figura 7.7: 

ParametricPlot[(Cos|t], Sin[t]}, (t, 5Pi/4, 9Pi/4}, Axes > True, 

AxesOrigin + (0, 0), AxesLabel > (c, y), Frame — False] 
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Figura 7.8: 

RegionPlot[Abs[y] € Abs[x]&& — 1 <a € 2, (x, 21,2, 2,2}, (y, - 2.2, 2,2}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), 

Frame — False] 


Capítulo 8 


Figura 8.1: 

sup = ContourPlot3D[(y^2 + 222 + (z — 1)^2 == 1}, (z, -1,5, 1,5}, 
(y, —1,5, 1,5}, {z, 21, 2), Axes > True, AxesOrigin + {0,0,0}, 
AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0]]; 
curval = Graphics3D[(Arrow|( (0, 0, 2), (0,0, 1,5}}] +]; 

curva2 = Graphics3D|(Arrow|((0, 1, 1}, (0,,5, 1) ]V]: 

curva3 = Graphics3D[{Arrow[{{1, 0, 1}, (,5,0, 1}}]}]; 

Show sup, curva1, curva2, curva3] 

Figura 8.3: 

gl = RegionPlot3D[y + x + z € 2&&0 € z € y&&y < x, {x, 0, 2}, (y, 0, 2}, 
(2, 2,5, 1}, Axes > True, AxesOrigin + {0,0,0}, 

AxesLabel + (y, x, z}, PlotPoints — 40]; 

curval = Graphics3D[[Arrow[( (1/2, 1/2, 0), (1/2, 1/2, —1/2}}]}]; 
curva2 = Graphics3D[(Arrow[((1/2, 1/4, 1/4), (1/2, ,01,,5$$+]$]; 
Show|g1, curva1, curva2] 

Figura 8.4: 

gl = ContourPlot3D[(y^2 + x"2 + 2^2 == 1}, (2, -1,5, 1,5}, (y, —1,7, 0), 
[2, —1, 2), Axes + True, AxesOrigin — (0, 0,0), AxesLabel > {x,y,z}, 
PlotPoints + 40, ContourStyle->Opacity|0,3]]; 

cl = Graphics3D[(Arrow[( (0, —1, 0}, {0, —1/2, O}}]}]; 

c2 = Graphics3D[(Arrow[((0,0, 1}, (0,0,,51] V]: 

c3 = Graphics3D[{Arrow[{{1, 0,0}, (0,5, 0, O}}]}]; 

Show|g1, c1, c2, c3] 

Figura 8.5: 

gl = ContourPlot3D[{4 — (y^2 + 2^2) == z}, {x,0, 4}, (y, - 2,2), 
[2, —2, 2), Axes + True, AxesOrigin — {0,0,0},AxesLabel < {x,y,z}, 
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity|0,3]]; 

c3 = Graphics3D[{Arrow[{{4, 0, 0}, (3, 0, 0} }] +]: 

Show|g1, c3] 

Figura 8.6: 

gl = RegionPlot3D[y"2 + 72 < 242&&0 < z € 1, {x, —2, 2}, (y, —2, 2}, 
{z,0,1,5}, Axes + True, AxesOrigin — (0, 0,0}, AxesLabel > (y, x, z}, 
PlotPoints + 80, PlotStyle->Opacity[0,3]]; 

cl = Graphics3D[(Arrow[( (0, 0, 1}, (0,0, 1,5}$)]}]; 

c2 = Graphics3D[(Arrow|((1/2, 0, 1/2}, (1,0, 1/4}}]}]; 

c3 = Graphics3D[(Arrow[((0, 1/2, 1/2}, (0, 1, 1/3}}]}]; 

Show|g1, c1, c2, c3] 

Figura 8.7: 
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gl = RegionPlot3D|(y — 1)^2 + z^2 < 1&&0 < z < 1, {x, —2, 2}, (y, —2, 2}, 
{z,0,3}, Axes > True, AxesOrigin — {0, 0, 0}, Ticks — False, 

AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints — 40]; 

g2 = RegionPlot3D|(y — 1)^2 + 242 € 1&&1 € z < 1 + zSin|zy], Lx, —2, 2}, 
(y, —2, 2}, (2,0, 3], Axes — True, AxesOrigin > (0, 0, 0}, 

Ticks > False, AxesLabel > (y, x, z}, PlotPoints + 40, 
PlotStyle->Opacity[0,4]|; 

Show|g1, g2] 

Figura 8.8: 

supl = ContourPlot3D|[z^2 + (y — 1)^2 == 1),(x,—1,1),(y,0,3%, 

(2,0, 2), Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0), Ticks > False, 

AxesLabel + {x, y, z}, PlotPoints — 40]; 

curva = ParametricPlot3D[{0, 2, v}, (v, 0,2}, Axes — True, Ticks + False, 
AxesLabel > ([z, y, z}, PlotStyle-> {Thick}, PlotPoints < 40]; 

curval = Graphics3D[[Arrow[( (0, 2, 0), (0, 3,01]: 

curva2 = Graphics3D[(Arrow[((0,2, 1), (0,3, 1}}]}]; 

curva3 = Graphics3D[{Arrow/[{ (0, 2,2}, (0,3, 2}}]}]; 

Show|sup1, curva, curval, curva2, curva3] 


Capítulo 9 


Figura 9.1: 

gl = RegionPlot3D[z^2 + y^2«c2z&&z < 1,(z, 1,1], (y, -1, 1}, (2,0, 1,2), 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, Ticks + True, AxesLabel + (zc, y, z}, 
PlotPoints — 40]; 

curva = ParametricPlot3D[(Cosļt], Sin[t], 1}, (t, O, 2Pi}, Axes — True, 

Ticks + False, AxesLabel > (x,y, z}, PlotStyle-— (Thick], PlotPoints — 40]; 
Show |gt, curva] 

Figura 9.2: 

gl = ParametricPlot3D[{2 — rCos[t], rCos[t], rSin[é]}, (t, 0, 2Pi}, {r, 0, 1}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0, 0}, Ticks + True, AxesLabel + (zc, y, z}, 
PlotPoints — 40]; 

s2 = ContourPlot3D[(y"2 + 2^2 == 1), (z, —3, 3}, fy, —3, 3}, (2; —3, 3}, 
Axes — True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel — (y, x, z}, PlotPoints + 40, 
ContourStyle->Opacity[0,2]]; 

s3 = ContourPlot3D[{a + y == 2}, {a, —2,2, 2,2}, (y, —3, 3}, (2, —3, 3}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0, 0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]]; 

curva = ParametricPlot3D[{2 — Cos[t], Cos[t], Sin[t] , (t, 0, 2Pi}, 

Axes + True, Ticks > False, AxesLabel > {x,y,z}, 

PlotStyle-— {Thick}, PlotPoints + 40]; 

Show|g1, s2, s3, curva] 

Figura 9.3: 

gl = RegionPlot[z^2 + y^2 < 1&&z + y > 1, (7,0, 1), {y, 0, 1}, 

Axes — True, AxesOrigin + {0, 0), Ticks + {{0,1}, (0, 1}}, 
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AxesLabel + (x, y), Frame + False]; 

curva = ContourPlot 7^2 + y^2 == 1}, (2,0, 11, (y, 0, 1), Axes — True, 
Ticks > True, AxesLabel > {x,y}, 

ContourStyle-> {Thick}, Frame — False]; 

curval = ContourPlot((x + y == 1}, (x,0,1%, (y, 0, 1}, Axes — True, 
Ticks + True, AxesLabel > (xz, y), 

ContourStyle-> {Thick}, Frame — False]; 

Show|g1, curva, curval] 

Figura 9.4: 

gl = ParametricPlot3D[(rCosļt], rSin[t], 0}, (t, 0, 2Pi}, {r, 0, 1}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0, 0, 0}, Ticks + True, 

AxesLabel > (zx, y, 2), PlotPoints — 40]; 

curva = ParametricPlot3D[(Cosļt], Sin[t], 0}, (t, O, 2Pi}, Axes — True, 

Ticks + False, AxesLabel > (x, y, z}, PlotStyle-> {Thick}, 

PlotPoints — 40]; 

Show |gt, curva] 

Figura 9.5a: 

gl = ParametricPlot3D[[z,y,2 — x — y); {a,0, 1}, (9,0, 1 — zx), 

Axes — True, AxesOrigin + (0,0, 0}, Ticks + True, AxesLabel + (zc, y, z}, 
PlotPoints — 40]; 

g2 = ParametricPlot3D[{x, y, 0}, (2,0, 1), (y, 0, 1 — xz}, Axes > True, 
AxesOrigin > (0, 0, 0}, Ticks + True, AxesLabel > {x,y,z}, 

PlotPoints — 40]; 

curva = Graphics3D[(Arrow[((,25, ,25, 1,5), {,5, ,5, 2} M]: 

Show|g1, g2, curva] 

Figura 9.6: 

gl = ParametricPlot3D[[rCos[t], 3 — rCos[t], rSin[t]), (t, 0, 2Pi}, (r, 0, 2}, 
Axes — True, AxesOrigin — (0,0, 0}, Ticks — True, AxesLabel > {x, y, z}, 
PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity[0,4]]; 
s2 = ContourPlot3D[(z7^2 + 222 == 4}, An —3, 3}, (y, —3, 6}, (2, —3, 3}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]]; 

s3 = ContourPlot3D|[z + y == 3}, (2, —3, 3}, (y, —3, 3}, (2, —3, 3}, 

Axes — True, AxesOrigin + {0, 0, 0}, AxesLabel > (y, x, z}, 

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]]; 

curva = ParametricPlot3D[(2Cos[t], 3 — 2Cos[t], 2Sin[¢]}, (t, 0, 2Pi}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0, 0, 0}, Ticks + True, AxesLabel + (x, y, z}, 
PlotStyle-> {Thick}, PlotPoints + 40]; 

Show|g1, s2, s3, curva] 

Figura 9.7: 

sup1 = ContourPlot3D[( z^2 + y^2 + 242 == 1, (x, -1,1}, (y, 1, 1}, 
[2, —1, 1}, Axes + True, AxesOrigin + {0, 0, 0), Ticks — False, 

AxesLabel + {x, y, z}, PlotPoints — 40]; 

sup2 = ContourPlot3D|{a + y + z == 0}, Lx, -1, 1}, (y, -1, 1}, (2,—1,1), 
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Axes + True, AxesOrigin + {0, 0, 0}, Ticks + False, AxesLabel > (z, y, 2}, 
PlotPoints — 40]; 

Show[sup1, sup2] 

Figura 9.8: 

sup1 = ContourPlot3D[(z^2 + 242 + 2 == y), {x, —2, 2}, {y, 0, 6}, 12, —2, 2}, 
Axes + True, AxesOrigin — (0,0, 0}, Ticks + False, AxesLabel > (z, y, 2}, 
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]]; 

sup2 = ContourPlot3D[{4 — (x^2 + 222) == y), (x, —2, 2}, {y, 0, 6}, (2, —2, 2}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, Ticks — False, AxesLabel > (z, y, 2}, 
PlotPoints + 40, ContourStyle->Opacity|0,3]]; 

curva = ParametricPlot3D|( Cos[t], 3, Sin[t] }, (t, O, 2Pi}, Axes — True, 

AxesOrigin > (0, 0, 0}, Ticks > True, AxesLabel > {x, y, z}, 

PlotStyle-> {Thick}, PlotPoints + 40]; 

Show|sup1, sup2, curva] 

Figura 9.9: 

sup1 = ContourPlot3D[[ ^2 + y^2 == 2}, (2, 2,2, 19, —2, 2}, 12, 2,21, 
Axes + True, AxesOrigin — (0,0, 0}, Ticks — False, AxesLabel > (z, y, 2}, 
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]]; 

sup2 = ContourPlot3D[(z^2 + 2222 == y^2), (x, —2, 2}, {y, 0, 2}, (2, —2, 2}, 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0}, Ticks + False, AxesLabel > (z, y, z}, 
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity|0,3]]; 


curva = ParametricPlot3D[{ Coslt), 2 — Cos|[t]^2, sini) , (4,0, 2Pi), 
Axes + True, AxesOrigin + (0,0, 0), Ticks + True, AxesLabel > (x, y, z}, 


PlotStyle- (Blue, Thick}, PlotPoints + 40]; 
Show|sup1, sup2, curva] 


Apéndice A 


Figura A.2: 

cO = ContourPlot|(x — 1)^2 + (y — 2)*2==1/4, {x, 0, 2,5}, {y, 0, 2,5}, 

Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel + (x, y), 

Ticks > {{0, ,5,1,1,5}, (1, 1,5, 2,5}}, Frame > False]; 

cl = ParametricPlot[(u, 2}, {u, 0, 1), Axes < False, PlotStyle + DotDashed]; 

c2 = ParametricPlot[(1, u}, Lu, 0, 2), Axes < False, PlotStyle + DotDashed]; 
Show|cO, c1, c2] 

Figura A.4: 

cO = ContourPlot[47^2 + (y + 1)^2 == 9, (x, —4, 4}, (y, —4, 4}, Axes — True, 
AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > {x,y}, Ticks > {{0, 1, 1,5), (—4, 21, 1,2] ], 
Frame — False]; 

cl = ParametricPlot|[u, —1}, {u, 0, 1,5}, Axes > False, 

PlotStyle — DotDashed]; 

c2 = ParametricPlot[{1,5, u}, {u, —1, 0), Axes > False, 

PlotStyle — DotDashed]; 

Show[co, c1, c2] 
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Figura A.5: 

cO = ContourPlot[z^2 — y^2--1, (x, —2, 2), (y, —2, 2}, Axes + True, 
AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel > (x, y), Ticks + ((—1,0, 1), (—1,0, 1}}, 
Frame — False]; 

cl = ParametricPlot[(u, u}, (u, —2, 2), Axes — False, 

PlotStyle — DotDashed]; 

c2 = ParametricPlot|( —u, u}, Lu, —2, 2), Axes False, 

PlotStyle — DotDashed]; 

Show[co, c1, c2] 

Figura A.8: 

cO = ContourPlot|(z — 1)^2 — (y — 2)^2 == 2, {x, —4, 6}, (y, —4, 6}, 
Axes + True, AxesOrigin + {0,0}, AxesLabel > (x, y), 

Ticks + ((—,5,0,1, 2,5), {2}}, Frame > False]; 

cl = ParametricPlot[(u, u + 1), Lu, —4, 6), Axes > False, 

PlotStyle — DotDashed]; 

c2 = ParametricPlot|( u, 3 — u}, {u, —4, 6}, Axes — False, 

PlotStyle — DotDashed]; 

Show|cO, c1, c2] 
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La integración en varias variables constituye una herramienta 
fundamental en las ciencias físicas y experimentales, así como 
también es una construcción matemática muy interesante para su 
estudio y abordaje en sí misma. Fundamental para la formación de 
cualquier matemático, físico o ingeniero, es un tema que requiere 
una sólida comprensión para poder trabajarlo con fluidez ya que se 
necesita manejo e interpretación geométrica de las regiones sobre 
las que se realiza. 

Lo abordado en este libro se articula y se apoya fuertemente en 
temas como: integración en una sola variable, propiedades de los 
nümeros reales, análisis de funciones escalares y vectoriales, 
rectas, planos y diferenciación, entre otros temas. 

Con la idea de que los estudiantes puedan repensar las clases 
teóricas y tener ejemplos para encarar la práctica, el acento está 
puesto en disipar las dudas que pueden surgir en la construcción 
de diferentes tipos de gráficos. Para ello, se han incluido los 
comandos que se requieren para poder visualizarlos con el progra- 
ma Mathematica. 
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